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ПРЕДИСЛОВИЕ

Совершенствование управления системами самого различного

вида (предприятие, институт, школа, военные организации, меж-

дународные организации, народное хозяйство, государство), по-

жалуй,— одна из актуальных и популярных проблем сегодняш-

него дня. Такие системы часто называют организационными, по-

скольку речь идет об организации деятельности коллектива лю-

дей для достижения определенных целей. Практика организаци-

онного управления накопила достаточно приемов эффективного

управления от правил воспитания в семье и школе до принципов

управления экономикой, армией и т. д. Однако до сих пор управ-

ление организациями во многом остается более искусством, чем

наукой. Дело в том, что поведение человека (коллектива) в ор-

ганизации определяется целым рядом факторов морального, ма-

териального, престижного, психологического характера, что при-

водит к значительным трудностям построения адекватных моде-

лей. Присутствие человека приводит, к: определенной активис-

сти системы [1]. Проявления этой активности многообразны.

Наиболее существенными представляются сознательное искаже-

ние информации о своих возможностях, потребностях и целях

(так называемые «активные помехи» при передаче информации),

а также снижение эффективности работы при отсутствии доста-

точных стимулов или выполнение совсем не той работы, кото-

рая предписана. Так, ученик, играющий в футбол вместо того

чтобы делать уроки, проявляет «активность», не свойственную

автомату. Начальник отдела снабжения завода, сообщающий

завышенную заявку на дефицитные материалы (зная, что она бу-

дет «урезана») вносит активные помехи в систему снабжения.

Принятие заниженных встречных планов, невыполнение планов

по новой технике, завышение сроков реализации проектов, зат-

рат на их реализацию и, наоборот, соревнование за повышение

качества, количества и снижение себестоимости — все это приме-

ры активности экономических систем. Формализация ряда отме-

ченных свойств и привела к понятию «активный элемент» и «ак-

тивная система» (система, в которой объектами управления явля-

ются активные элементы). На содержательном уровне определе-

ния активным называется элемент, имеющий цели (интересы),

способный искажать информацию ‘и работать с разной эффек-

тивностью (в соответствии‘ со своими интересами). С математи-

ческой точки зрения теорию активных систем можно рассмат-

ривать как раздел теории игр, однако яркая содержательная

направленность этой теории заставляет выделить ее в отдельное
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направление. Достаточно привести ряд терминов (план, реали-
зация плана, закон` управления, механизм ‘функционирования
и др.), чтобы стало ясно, что речь идет о теории управления ор-
ганизационными (в основном экономическими) системами. Глав-
ная задача, решаемая з теории активных систем — построение

эффективных организационных (хозяйственных) механизмов

(законов стимулирования, процедур планирования, принципов

организации соревнования, распределения премий и т. д.).

Уже имеющийся опыт применения методов теории активных

систем в различных областях народного хозяйства (системы сти-

мулирования и планирования предприятий, управление научно-

исследовательскими организациями, управление ремонтом драг

на приисках и др.) убедительно показывает, что она является

эффективным инструментом исследования хозяйственных меха-

низмов и разработки рекомендаций по их совершенствованию.

Книга является первой попыткой обобщения и систематиза-

ции результатов по теории активных систем по 1975 г. включи-

тельно. Она состоит из двух разделов. Первый — содержит попу-

лярное изложение идей и задач управления активными система-

ми и предназначен для широкого круга читателей. Второй — дает

строгое последовательное изложение теории двухуровневых ак-

тивных систем, начиная с определения ссновных понятий, поста-

новки задач управления и кончая изложением ряда общих ре-

зультатов.

В книге принята следующая система индексации. Формулы

индексируются двойным номером (номер параграфа и номер

формулы). Такую же индексацию имеют упражнения. Если в

тексте делается ссылка на формулу из другой главы, то впереди

добавляется номер главы. Например, (7.2.3) — формула (2.3)

главы УП. Рисунки индексируются также двумя числами — но-

мер главы и номер рисунка. Такую же индексацию имеют тео-

ремы и леммы. ,

Книга во многом отражает содержание курса «Теория управ-

ления организациями», читаемого автором в течение ряда лет

студентам факультета радиотехники и технической кибернетики

Московского физико-технического института.

Пониманию проблем и принципиальных особенностей управ-

ления организационными системами в значительной степени по-

могли критические замечания академика АН СССР В. А. Тра-

пезникова, чл.-кор. АН СССР С. В. Емельянова, чл.-кор. АН

СССР Н. Н. Моисеева, проф. М. А. Айзермана, проф. А. Ашимова,

проф. К. А. Багриновского, проф. Ю. Б. Гермейера, проф.

Ю. Н. Иванова.

Большую помощь в оформлении и подготовке рукописи ока-

зали И. А. Доронькина, А. С. Шмелева, И. В. Буркова и многие

другие. 7
Всем помогавшим в работе над книгой автор приносит глу-

бокую и искреннюю благодарность.
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Раздел I

АКТИВНОСТЬ ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Цель данного раздела — дать представление о проблематике

теории активных систем. На примере элементарных моделей эко-

номических систем удается, избегая вычислительных трудностей,

сохранить принципиальные особенности решаемых задач.

Глава |

ЗАДАЧА ПРОИЗВОДСТВА ПРОДУКЦИИ

$ 1. Описание модели

Рассмотрим систему, состоящую из планирующего органа
(центра) и п предприятий-производителей однородной продук-

ции (элементов). Будем исследовать функционирование системы

в дискретные периоды (месяц, квартал, год). В каждом из них

задача центра — назначить план каждому предприятию при ус-

ловии, чтобы суммарный выпуск продукции был равен заданно-

му количеству Ю (плановое задание для системы в целом), а

суммарные затраты на производство продукции были мини-

мальными. Обозначим: X;— план, 2;— затраты 1-го предприятия

на выпуск продукции в количестве Xj.

Замечание. В дальнейшем, если не указаны пределы из-

менения индекса, предполагается, что он принимает все возмож-

ные значения. Так, запись х.=А5: определяет совокупность п со-

отношений (1=1--п).

Естественно принять в детерминированных моделях, что при

заданном плане х; существует минимальная величина 3З:(х:) за-

трат. Однако реальные затраты могут быть зыачительно выше

этой объективной величины (плохая организация производства,

отсутствие заинтересованности предприятия к снижению затрат

ит. д.). Понятно, что 3:(х:) — неубывающая функция х; (затраты

растут с ростом плана). Для упрощения примем 3.:(х:) = ри Xi.

Параметр г; будем называть коэффициентом эффективности про-

изводства. Итак, реальные затраты {1-го предприятия 2:> р м.



п

Суммарные затраты Ф\(2) = 5) 2. Задача центра минимизиро-
i=1

n

вать суммарные затраты Ф(2) при условии > х.=АЮ. Функцию

i=%

@(z) будем называть целевой функцией центра в рассматривае-

мом периоде.

Чтобы завершить описание модели осталось договориться о

мотивах, определяющих поведение предприятий. Интересы пред-

приятия определяются целым рядом материальных, моральных,

престижных и прочих факторов. Однако нас интересует выраже-

ние этих целей через переменные, фигурирующие в модели, т. е.

через план х; и затраты 2; Примем, что при выполнении плана
предприятие получает определенный доход, возрастающий с рос-

том плана и с уменьшением затрат #=Алх;:—2.. Например, | мо-

жет определять величину фонда материального поощрения пред-

приятия с точностью до положительного множителя. Если А —

цена продукции, то (AX;—2;) определяет величину прибыли. [=

=Ах:—2. будем называть целевой функцией предприятия Е в
рассматриваемом периоде функционирования. Для конкретиза-

ции модели будем считать, что A — цена продукции и, следова-

тельно, /;— прибыль предприятия i в рассматриваемом периоде

функционирования.

Заметим теперь, что если бы центр знал коэффициенты эф-

фективности {г} всех предприятий, то задача оптимального

функционирования системы была бы элементарной:

п

+e? min, (1.1)
2г,.

1 #

> x,=R. (1.2)
i=1

Применяя метод множителей Лагранжа (см. приложение 1),

выпишем функцию Лагранжа

L (x, )=У 5) , (5 x:—R |,
i=1

где и — множитель Лагранжа. Дифференцируя по x, получаем

¥;= pr; И, наконец, определяя ц из условия (1.2) находим опти-

мальный план.

K= = R, H=} 7. (1.3)
1—1



Теперь центру достаточно назначить каждому предприятию

i соответствующий план х; и обеспечить контроль за его выполне-

нием. А поскольку при заданном плане x; и цене A прибыль пред-

приятия максимальна при минимальных затратах, то предприя-

тие заинтересовано реализовать план с минимальными затрата-

1 ~~. - .
ми 2 х1=2,.Затраты на выпуск всей продукции будут при этом

Г
i

также минимальными и равны

п

__ ~ 1p

1=1

Проблема возникает в том случае, если центр имеет ограничен-

ную информацию о коэффициентах эффективности предприятий.

А именно, примем, что центру известны только границы [4, Di]
возможных значений 7г;(0<4:=т:<0О:<оо) (решение принима-

ется в условиях неопределенности). В этом случае довольно рас-

пространенным является принцип максимального гарантирован-

ного результата, который в нашей задаче приводит к выбору

плана, ‘обеспечивающего минимальные затраты в наихудших

условиях производства, т. е. при минимальных возможных зна-

чениях коэффициентов эффективности. {r;}. Примем для упро-

щения одни и те же границы [а, О] для всех предприятий. Решая

задачу оптимального планирования при значениях г.=4, полу-

чим план х: =^А/п со значением целевой функции системы

п п

1 No 4
Ф= У =. У —

2 2ar, n 2n* « r;
=1 1—1

т. е. с точки зрения центра все предприятия находятся в равных

условиях, и поэтому плановое задание распределяется поровну.

Относительное увеличение затрат в плане X° по сравнению с оп-

тимальным планом X

Ф п?
т

oO, 4

ii i

зависит от {ri}, неизвестных центру. Чтобы получить оценку, He

зависящую от {г}, возьмем минимум по всевозможным 4=</:=

<D. Покажем, во-первых, что этот минимум достигается при

значениях г, равных либо 4, либо О. Действительно, минимум

Ф„/Ф. соответствует максимуму выражения
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Дифференцируя по r;, получаем

1 1

(> г == (3 1%):
jot 1 Г \pwi

Это выражение — возрастающая функция г. Следовательно,

(1.4) является выпуклой функцией и достигает максимума на

границе области [4, 2]. Обозначим Е — число значений г», рав-

ных О, соответственно (п) — число значений г, равных 4.

Тогда

Несложные вычисления показывают, что максимум достигается

при k=n/2, если п — четно, или R=(n+1)/2, если п — нечетно.

Окончательно получаем, обозначив х=а/О,

Г 4х
—_, если п — четное,

Коити =) +0" | (1.5)
{r;} Do 4хп?

, если п— нечетное.

[4

Из графика зависимости K,(x) для четных n (рис. 1.1.) видно,
что при малых х эффективность планирования с использованием

только имеющейся информации весьма низкая. Так, при х=0,5

А}
ны ——— ——

Gat

GE

47|-

G6\-
GFL

4

|
|

|
OTT | |
GIy |
g2\-} | |
a7 |

| |
;

a

Puc. 1.1
-Qe —I |

S No а

(D=2d), К, = 0,89, а при х=0,1 (D=10d) только 0,33. Возникает

вопрос, нельзя ли предложить более эффективную схему управ-

ления системой, учитывая тот факт, что предприятия имеют бо-

лее точную информацию о своих возможностях, а именно знают

достоверные значения г; своих коэффициентов эффективности.

Можно, например, обязать предприятия сообщать в центр оцен-

ки коэффициентов эффективности или непосредственно планы Xi,
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которые центр корректирует так, чтобы суммарный выпуск про-

дукции был равен А. Центр может оценивать эффективность про-

изводства на основе известных планов и затрат на их реализа-

цию в предыдущие периоды и планировать, опираясь на эти

оценки. Предшествующий планированию этап получения допол-

нительной информации о предприятиях будем называть этапом

формирования данных. Рассмотрим различные способы органи-

зации взаимоотношений между центром и предприятиями.

$ 2. Принцип жесткой централизации

Если центр обязывает предприятия сообщать оценки коэффи-

циентов эффективности, то способ формирования данных назы-

вается встречным, поскольку информация движется «снизу

вверх» (от предприятий к центру), а планы назначаются «сверху

вниз» (от центра — предприятиям).

Обозначим $; оценку коэффициента эффективности, сообщае-

мую 1-м предприятием, $={5$:} — совокупность всех оценок.

Центр на основе полученной информации назначает предприяти-

ям планы О и устанавливает цену A(S) продукции. Процеду-

ра л($) = {^($), х($)} определения планов и цены называется

законом управления (х($) — закон планирования, а A(S) — за-

кон ценообразования в нашей «модельной экономике»).

Законы управления определяются, как правило, на основе

тех или иных принципов управления. Принцип жесткой центра-

лизации (ЖЦ) характеризуется тем, что центр в первую очередь

учитывает интересы системы. Для рассматриваемого нами слу-

чая этот принцип соответствует решению центром задачи опти-

мального планирования

п 4 п

о .

>) —xX — min > x,=R.,2s, { ’ = {

i=1

Ee оптимальное решение определяет закон планирования

x(S)=5—, где S= У, 5}.
1

Выбор закона ценообразования в данном случае произволен. Его

конкретизация определяет некоторый закон жесткой централи-

зации.

Рассмотрим простейший вариант, когда цена A фиксирована..

Подставляя закон планирования х:($) в целевую функцию пред-

приятия, выразим ее как функцию. сообщаемых оценок {5:}:

As, 57?1 | i
D; ($) = Ax; ($) — 5 x; ($) = = ^ =.

|

(2.1)

Анализ выражения (2.1) показывает, что прибыль предприятия
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зависит не только от его оценки, но и от оценок всех остальных

предприятий. К анализу функционирования системы в этом слу-

чае естественно применить теоретико-игровой подход. Мы имеем

дело с типичной игрой п лиц (предприятий) с функциями вы-

игрыша 1-го игрока (предприятия) D,(s). Оценка $; является

стратегией {1-го игрока, а отрезок [d, 2] — множеством возможных

стратегий. Совокупность оценок $= {5:} определяет ситуацию

игры (см. [7]). Под решением игры будем понимать ситуацию

равновесия в смысле Hama (точка Homa), т. е. ситуацию $" та-

кую, что

a в о С ® *

D; (s ) = тах D; (Sy, So, «+. 5 Sj—1, Sz, Sita, 265 Sn)
SIS

(отдельному предприятию невыгодно менять стратегию, если

остальные предприятия придерживаются прежних стратегий).

Для ее определения заметим, что (2.1) достигает максимума при
X;=Ar;=v; Кроме того, х:($) =$:К/$ — возрастающая функция

$. Поэтому если x;(s") <u, то $1 =), а если х,($*) >, то $1 =4.

Наконец, если 4<$“<), то обязательно х’=х,($*) =v; При-

мем, что предприятия упорядочены по возрастанию YW, т. е. и. >

9.—... <». Рассмотрим пять возможных случаев.

а) пи, >В, У, U;,>R (предложения на выпуск продукции со
i

стороны предприятий существенно превышают спрос R). Един-

ственная ситуация равновесия 5*=). При этом x,/=R/n.

6) nu<R< >) UV; (предложения на выпуск продукции со
i

стороны предприятий превышают спрос). Определим минималь-

ное 0<Р< п такое, что

k

R—J} 0 < (2—R) чин.
1

Покажем, что ситуация

| ИР, оу,

f= 1R— Sy (2.2)
1

D, i=(k+1)+n

является точкой Hama. Для этого, во-первых, докажем, что
k , 

| k

п R—Syo |< (n—k)Du CD ВЫХ], i=l +k. (2.3)
1 

1
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Правая часть этого неравенства следует из условия

k

R —> О} > (n—k) От,

1

справедливого для всех +=1|--А (действительно, если бы
k k~1

имело место R— » U;< (n—k) vg, TO R— > < [n—(R—1)]vz, что

противоречит условию выбора No). Левая * часть (2.3) следует из
условия Хи=АН > В. Итак, r;<s;<D для всех i=} +k.

i

В то же время для i=1—+-kR

в чем легко убедиться. Таким образом, для первых k предприя-

тий условия равновесия Нэша выполнены. Осталось доказать,

что для остальных предприятий х:'<.. Это следует из правила

выбора ’^, так как для всех i>k+1

Е

R—}) i Ny

0; > 9 > * =.
n—R

Упражнение 2.1. Докажите единственность ситуации paB-

новесия (2.2).

В) Уи =В (баланс спроса и предложения). Любая ситуация
L

вида s*=yr, (у`>0 параметр) является точкой Нэша, так как

х*=у. Из условия d<s*<D, получаем возможные значения

параметра 4/г, < у < О/г, (напоминаем, что г<г.<...<1и).

Докажем, что других ситуаций равновесия нет. Прэдположим про-
5, 5,

тивное, пусть $— точка Hawa и min — < шах —. Обозначим
| Г i 4;

р = mun — и пусть S,=pr, Если бы s;=pr; для всех р, то

Хх: ($) =1,. Однако Sur, 1=2-—-п и существует ] такое, что
$ >wr;. Поэтому х, ($) и и $ =р. Если теперь = =max =.

то аналогичные рассужденая приводят к выводу Sez —а, если 8
точка Нэща. Однако при этом S,/r,=D/r,>1 > а/гь = $ыТь, что

$ Sp
противоречит условию —< —.

ry rp
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г) Уи Ю < пт, (спрос на продукцию превышает предложе-
1

ния со стороны предприятий). Определим минимальное Ё такое,

что

п

R —>) 91 > Un-k-1 (N—R—1).

n-k

Единственная ситуация равновесия

( а, i=1+(n—k—1),

v;, t=(n—k)—~n.

Доказательство проводится аналогично случаю 6).

д) по, К, > 0:<Ю (спрос на продукцию существенно пре-

вышает предложение со стороны предприятий). Единственная

ситуация равновесия $* = 4, x*=R/n.

Упражнение 2.2. Обоснуйте.случаи а) ид), т. е. докажи-

те, что ситуации 5"=0 для случая a) и $*=4 для случая д) яв-

ляются единственными точками Нэша.

Заметим, что для случаев а) ид) план в ситуации равновесия

совпадает с полученным при использовании только имеющейся

информации о границах {d, 0]. Поэтому и эффективность законов

AKL будет не выше, чем (1.5). В действительности можно пока-

зать, что случаи а) (сильный избыток предложения продукции)

и д) (сильный дефицит продукции) являются самыми неблаго-

приятными режимами работы системы с точки зрения ее эффек-

THBHOCTH. Поэтому эффективность законов ЖЦ (при фиксиро-

ванной: цене продукции) в точности равна Ky. Таким образом, в

данном случае дополнительная информация не дает эффекта. Это

довольно естественно, поскольку в случаях а) и д) сообщаемые

оценки равны граничным значениям (D или 4 соответственно) и,

по существу, не несут новой информации для центра.

Эффективность рассмотренного закона ЖЦ можно повысить,

если ввести штрафы за искажение информации. Пусть на этапе

реализации центр может оценить реальные затраты на выпуск

продукции и тем самым реально достигнутое значение эффек-

THBHOCTH а:=52/22.<г.. Это позволяет ввести в целевую функцию

составляющую, соответствующую штрафу при отклонении а; от

сообщенной оценки S; Мы рассмотрим случай «сильных штра-

фов», когда единственной разумной стратегией предприятия яв-

ляется совпадение реальной а: и планируемой $; эффективности.

Так как а;:<гь то сообщаемая оценка в случае сильных штрафов

также должна удовлетворять условию S;xcr; При этом 2=

12



=х?/[2а.=х2/25, и целевая функция (2.1) предприятия i примет

ВИД

Dy (s) = hx, ($)— = =“ (15) (2.4)
[2

$ 2$] °

Покажем, что если ASR/2S, то $°=г — единственная ситуация

равновесия. Действительно, при ASR/2S оба сомножителя S,/S
R

И 55 возрастающие функции $5; и, следовательно, D,(s) так-

же возрастающая функция 5;. Поэтому максимум 4);($) достига-

ется на границе $;'=г:. Таким образом, установив достаточно вы-

сокую цену продукции, центр может обеспечить оптимальное

функционирование системы (в смысле минимума затрат на про-

изводство продукции), т. е. К„ц=1. Для этого достаточно взять

A=R/2nd. Однако цена продукции при малых значениях 4 может

быть значительно большей, чем A=R/H. Если же ^<Ю/2па, то

возможен случай ^<Ю/2Н, игровой анализ которого является

более сложным. Рассмотрим пример. Пусть n=5, R=100, A=1,

d=1, и=5, i=1+5, H=25, имеем A=1<(R/2H=2. Если все пред-

приятия сообщают достоверные оценки, то

9): ($) =20(1—2) =—20, i=1~+5.

Анализ выражения (2.4) показывает, что в этих условиях каж-

дому предприятию выгодно сообщать минимальную оценку S;= |

(при условии, что все остальные предприятия сообщают досто-

верные оценки), т. е. ситуация $“=г не является точкой Homa.

Проведем анализ ситуаций, в которых определенное число Е

предприятий сообщают достоверные оценки, а остальные

(n1—k) — минимальные оценки.

а) случай Е =5 мы уже рассмотрели.

6) Е=4. Имеем $=4.5+1=21. Прибыль (точнее, потери, так

как прибыль отрицательна) предприятия, сообщившего мини-

мальную оценку, равна

24 42

а потери предприятий, сообщивших достоверные оценки, равны

5. (—7) =—35.

в) Е=3. Имеем S=3-5-+2-1=17. Потери предприятий, сооб-

щивших минимальные оценки, равны

чт (1 в) =— 12,
17 34

а. сообщивших достоверные оценки, равны 5. (—12) = — 60.

г) =2. Имеем $ =2.5--3 . | =13. Потери предприятий, сооб-
00 0 |щивщих минимальные оценки, равны = |! — a ——22, а со-

общивщих достоверные оценки, равны (—22). 5 = —110.
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д) R=1. Имеем $ =1.5 --4. 1 =9. Потери предприятий, сооб-
400 400

щивших минимальные оценки, равны >| — 8 —=—50, а co-

общивших достоверные ‚оценки, равны (—50). 5 = — 250.
е) #=0. Имеем $ =5. Все предприятия сообщили минимальные

= —180.
100 100

оценки. Потери каждого предприятия равны at —)
J

Все пять случаев можно изобразить в виде графа (рис. 1.2).

Числа в вершинах графа равны числу предприятий, сообщивших

достоверные оценки, числа над вершинами равны потерям пред-

приятий, сообщивших минимальные оценки, а числа под верши-

нами равны потерям предприятий, сообщивших достоверные

оценки. Сплошные дуги соответствуют ситуации, когда одно из

предприятий, сообщавших ранее достоверную оценку, изменяет

Рис. 1.2

стратегию, т. е. сообщает минимальную оценку, при этом его

потери уменьшаются. Из рисунка легко видеть, что вершина 0

соответствует единственной ситуации равновесия (все предприя-

тия сообщают минимальные оценки). Очевидно, что эта ситуа-

ция равновесия «неразумна». Действительно, существуют ситуа-

ЦИИ 5, 4, 3, 2, более предпочтительные для всех предприятий. На-

пример, два предприятия могут договориться и перейти из си-

туации 0 в ситуацию 2 (т. е. сообщить достоверные оценки). При

этом их потери уменьшаются на (180—110) =70, а потери остал\.-

ных предприятий на (180—22) =158. Но для ситуации 2 также

существует более предпочтительная ситуация 5. Для перехода в

эту ситуацию три предприятия, сообщавшие в ситуации 2 ми, и-

мальные оценки, должны договориться и сообщить достоверные

оценки. При этом их потери уменьшаются на (22—20) =2, а по-

тери остальных предприятий — на (110—20) =90. Пунктирные

дуги на рис. 1.2 отражают предпочтительность ситуаций. Ситуа-

ции 5, 4, 3 являются оптимальными по Парето (точки Парето),

поскольку они не имеют предпочтительных. Заметим, что гаран-

тирующей стратегией каждого предприятия является сообщение

минимальной оценки. Таким образом, равновесная ситуация

# =0 является к тому же и гарантирующей ситуацией (и тем не

менее не является «разумной»).
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Проведенный анализ показывает, что даже при введении

сильных штрафов достоверность оценок и оптимальность планов

удается обеспечить только при достаточно высокой цене AS

>R/2nd> Ю/Н=^, если d<H/2n.

$ 3. Принцип открытого управления

Причина низкой эффективности принципа ЖЦ (при фикси-

рованной цене продукции) заключается в определенном проти-

воречии интересов центра и предприятий. Суть этого противоре-

чия в следующем. Центр планирует выпуск продукции в количе-

стве А, а предприятия в сумме «желают» выпускать V=>) и:=
i

=AH. Если R=4AH, то цели центра и предприятий не совпадают

и никакая процедура планирования этого конфликта не разре-

шит. Понятно, что предприятия, преследуя свои цели (в данном

случае, желая получить «выгодные» планы V;), пользуются пре-

доставленной им свободой в предоставлении информации центру.

Возникает идея согласовать интересы центра и предприятий.

Примером такого согласования является случай (в) анализа прин-

ципа жесткой централизации. В этом случае >, и: =А, т. е. цели
у i

центра и предприятий совпадают. Противоречия нет, а значит, и

нет причин искажать данные. Действительно, как показал ана-
лиз, ситуации равновесия имеют вид $*=\г. Учитывая моральный

стимул «сообщать достоверные сведения» при прочих равных

условиях, можно принять, что предприятия будут сообщать до-

стоверные оценки. Итак, для разрешения конфликта достаточно

установить цену A=R/H. Трудность здесь в TOM, что величины Н

центр не знает (т. е. знает только, что пПа=<Н=<и0). Однако он

имеет оценки {5:}, полученные от предприятий, а значит, и оцен-

ку S= D's; величины H, оценку целевой функции предприятия
i

1
Nar =— x? и оценку AS; «выгодного» для предприятия плана v;=

$
i | |

=Аг.. Попытаемся устранить конфликт, опираясь на имеющуюся

информацию. Для этого определим закон управления

Ms)=—, x;(s)=4(s)=5;—~ (3.1)

Заметим, что при таком определении A(S), план x;(S) обеспе-

чивает максимум функции Ax;— nth отражающей представле-
| i

ние центра об интересах предприятия. Будем называть ее функ-
цией предпочтения предприятия. Таким образом, при законе

(3.1) каждое предприятие получает план, обеспечивающий мак-

симум его функции предпочтения. Такой план будем называть
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согласованным. Принцип управления, при котором все предприя:

тия получают согласованные планы, назовем принципом откры-

того управления (ОУ). В данном случае принцип ОУ определяет

единственный закон открытого управления (3.1). Формально

принцип ОУ можно записать в виде следующей задачи оптими-

зации: определить х—0, ^>0 такие, что

п 4 о п

У 35, * > min, 2 x,=R, (3.2)
i=1 =1

x; ——- x? = max (he 2) , (3.3)
2s, z 25,

Задача (3.2), (3.3) называется задачей согласованного планиро-
вания, а условия (3.3) условиями совершенного согласования.

Проведем анализ полученного закона ОУ, т. e: определим

точки Нэша соответствующей игры. Подставляя закон (3.1) в

целевые функции предприятий, получим >

1 2 51 \ К?
50; ($) = ^ ($) x: ($) — 5—х: ($) = 1 ——] — . (3.4)

27) . ar, | 5

Выпишем уравнения для определения ситуации равновесия,
предполагая, что $5;'= (а, 0),

909), ($ 5. 2 2 $[1 2, 1 * \
Os; г S? $3 2г,

t

Несложные преобразования приводят к следующей системе

уравнений

S.s { * s $

=, 9:55” — 5} =>) Sj. (3.5)
+5 5

Если решение этой системы d<s°<D, то $" ситуация равновесия.

Если для некоторого множества Q’ предприятий $5:;"< а, то ситуа-

ция равновесия определяется из условий

sd, ЕОс’,

. $, ,
— 140, (3.6)
па

где 5; =ngd+ > Ss; — Si, По—число элементов множества Q.
129 .

Так, в случае n=1, единственная ситуация равновесия $: = 4.

Аналогично для случая п=2 имеем из (3.5)
;

S;=S, —^< 5), если $, >0,
Г > 52
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;

5 =, —— «5, если $ >0,
le + 51

Следовательно, единственное решение системы (3.5) s,=s,=0,

и ситуация равновесия $1" = 52" = 4.

Покажем, что при n>2 система (3.5) имеет единственное по-

ложительное решение. Подставляя в (3.5) S;°=S*—s,", получим

после несложных преобразований

ия 5). (3.7)

Суммируя, получаем уравнение для S*

Это уравнение имеет единственное решение, что легко видеть из

о п 1графиков функций H+ (>-— 1] SH У, И rp + 45 (рис. 1.3).
i

Аналогично показывается единственность решения системы (3.6).

Упражнение 3.1. Докажите, что если г.г; то для реше-

ния системы (3.5) имеет место г;— 5; >1r;—S,’, 51/5.

и Рис. 1.3

А JS |

Отклонение точки Нэша 5” от достоверного значения вектор-

параметра г будем оценивать величиной степени достоверности

информации |

г — si r
J(n, х) = тах max = тах тах —

г i г; - г i S; +7;

Учитывая, что S, > (n—1)d, r;<D, получаем

0< (п, х) < р A O<x<l. (3.9)
(n—1)d+D 14 (n—)x’
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Итак, мы показали, что ситуация равновесия существует и един-

ственна. Перейдем к оценке эффективности закона открытого

управления. Заметим, во-первых, что

lim У (п, х) =0
Пс

и, следовательно, sf г; при достаточно большом числе пред-

приятий. Отсюда следует, что х’Ахь и Koy 1. Таким образом,

при достаточно большом числе предприятий закон ОУ является

квазиоптимальным законом управления, т. е. обеспечивает бли-

зость равновесного плана к оптимальному. Дополнительным по-

лезным свойством закона ОУ является близость сообщаемых

оценок в ситуации eae a к достоверным. Цена продукции в

этой ситуации A Ю/Н =

Для более NeraneHoro’ исследования рассмотрим случай, ког-
да в системе имеется одно предприятие, коэффициент эффектив-

ности которого значительно выше, чем у других предприятий.

Пусть это первое предприятие, т. е. ить 1=2--п. Тогда при

достаточно большом числе предприятий $; Yr; 1=2--п и

Для оценки эффективности функционирования системы опре-
делим

H—r H? — 7}
S*=r,— + (4 —r,) = ——.,S34 (Han) = =

s 5, s r.H
m= R= К, xj=—+_R,

2

Dey = — nn =n)? al r(H—n) + |

(Hb (HP — ri)? СЕ (Нл (HW — п)

Учитывая, что Ф„=А?/2Н, получаем

Koy (в) =". — (4 +n) (An) _ (+ (1p)
By НН? инф] Чи)

где р=г,/Н. Легко убедиться, что Koy (4) — Убывающая функция п.
рА так как p= —t—< _

A,+r, ~(n—1)d-+D alps , TO оконча-

тельно получаем

Щи _ [2 + (n — 1) xP (n —1) x

Koy = т Koy (W) tpM—H)yft+3n—pxtm@opa 81%
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Так, например, при малых х имеем

Ку^—4(п—[)х, а Kuen & 4х.

Следовательно, при малых х закон ОУ примерно в (n—1) раз

эффективнее закона ЖЦ (при фиксированной цене A). |

Предположим эффективность первого предприятия, назовем

его монополистом, значительно выше суммарной эффективности

остальных. При достаточно большом числе предприятий имеем

1 > Mh, >> A,

. . * H H
Sr, t=2—-n, yer ster , Ну,

Н т Н
п

j=2

1 о ’ 2H, ’ ° °

Таким образом, монополист в ситуации равновесия выпускает

почти половину всей продукции, в то время как в оптимальном

плане — почти всю продукцию. Сообщая заниженную оценку ко-

эффициента эффективности (Ss, ^=Н.<г.) — монополист добива-

ется повышенной цены продукции

„ВВ в Вх5

5 он,” Нун Н

(A цена, устанавливаемая центром при достоверной информа-

ции) и, следовательно, получает «сверхприбыль»

А TR
ory 4H, 2 (Ay +r)? 2r,

Упражнение 3.2. Пусть r,=D, r=d, i=2+n. Определите

эффективность закона ОУ. Сравните с законом ЖЦ для случаев
п=Зи 4. Сравните с выражением (3.10).

Предыдущий анализ показал, что хотя закон ОУ эффектив-

нее закона ЖЦ, но при малом числе предприятий, а особенно

при наличии монополиста в системе, эффективность закона ОУ

может быть весьма низкой. Здзсь существует еще одна опас-

ность -— образование коалиции, когда несколько предприятий до-

говариваются о совместных действиях. Пусть, например, ‘множе-

ство @ предприятий договорились сообщать оценки $:=“г; где

) — фиксированный коэффициент. Тогда суммарная оценка коа-

лиции /Ф—5о= У si=y Si ni=yHo. Суммарный план выпуска
iEQ iQ

S

коалиции — хе" К. Заметим, что производство продукции Хо
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распределяется внутри коалиции оптимальным образом (прямо

пропорционально коэффициентам эффективности производства).

Поэтому суммарные затраты предприятий, входящих в коали-

цию, равны

1 2
За (хо) => — Xa.

2Ho

Таким образом, коалиция выступает как одно предприятие, име-

ющее эффективность Но. Если Но» >И, то коалиция является

монополистом. В любом случае образование коалиции эквива-

лентно уменьшению числа предприятий, что приводит к увели-

чению искажения данных и снижению эффективности функцио-

нирования системы. Подчеркнем еще раз, что коалиция в данном

случае является объединением на информационном уровне (чле-

ны коалиции договариваются только о величине ^, например,

у=0,25 — занизить в 4 раза сообщаемую оценку). Ниже мы по-

кажем, что в условиях централизованного планирования можно

предложить законы управления достаточно эффективные и при

наличии монопольной организации (например, отрасли, специа-

лизирующейся на данном виде продукции).

Обобщенные оценки. Определим обобщенную оценку эффек-

THBHOCTH 1-го предприятия

i

где {9..} — заданные числа такие, что gu>>0, О,= > ,;>0. Под-
k

ставляя в закон ОУ оценки т, вместо оценок $, получим новый

закон управления

т; (5) _ R

где T(s) =>; 1:($). Выпишем систему уравнений для определе-
i

ния ситуации равновесия, предполагая, что границы (а, О] доста-

точно широки и ситуация равновесия $*е= (4, О):

(72 ПЕ: (3.12)
и Tq, — 0, T*Q, |

хи [т ($)] =

* * r

где M=A(t"), x, =x,(t*), т; = <, ($*), Т*= Ут. Заметим теперь,

.. $

что если О; — 0, то x; — А*г, что соответствует условию оптималь-
»

ности плана {x;|. Возьмем, например,
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В этом случае Q;=8, и система (3.12) принимает вид

® *

| — Е
Г] Т* — вт,

Ее решение при малых & —

T*e

| ll coe

T* + er, |

Ситуация равновесия при малых г

. 1 . H(n—4yxf +(~-—1) (n — t) 7, +
= : ~ =(I---\n+—,

n—e n n ne

Таким образом, при малых = план в ситуации равновесия близок

к оптимальному при любом числе предприятий n>1. |

Пример. Пусть п=2, г. =1, г.=9, 4=1, D= 100. Заметим,

что при г=1 получаем закон ОУ и $5," = 5»"=@==1. Затраты в си-

стеме равны ,,==5R?/36, минимальные затраты Ф„=А?/20. Эф-

фективность закона ОУ в данном случае равна 0,36. Возьмем ===

=0,1. Имеем т," 1, 12°38, x," R/9, x." + 8R/9.

Затраты в системе —

6 9“ _ 9 sq) р
Ф 2 м 2.9.5 vat + 5) = 0.0 OLR.

Эффективность закона управления равна ~ 0,998. Ситуация рав-

новесия S, =43, 52" =47.

Недостатком закона управления (3.11) является искажение

сообщаемой предприятиями информации, тем более значитель-

ное, чем меньше г. Заметим, однако, что достоверные значения

коэффициентов эффективности легко восстанавливаются, по-

скольку они близки к обобщенным оценкам (при малых 3).

Дифференцированные цены. Введем индивидуальные цены Aj

продукции для каждого предприятия следующим образом:

M=R/ (Sita), (3.13)

где Q=%/7/22;, 2;%x7/2r;. |

Очевидно, что центр не может определить Ay на этапе планирова-

HHA, так как цена зависит от реальной эффективности Q,. Центр

вычисляет норматив $5; и сообщает его предприятию t. Цену A;

предприятие определяет самостоятельно на этапе реализации

по формуле ценообразования (3.13). Подставляя закон плани-
5,

рования х (3) = К и закон ценообразования (3.13) в целевую
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функцию предприятия, получим

В?5 $2Ю2
No: — > х1= А. >

2a, 5 ($, +4) 24,5
(3.14)

Заметим, что из >Я следует, что 0 < а, < г. Дифференци-
i |

руя (3.14) по $, получаем уравнение для определения равновесной

стратегии 5;:
e e

4 SS

Sta, 20.5" 24,8%

Его единственное решение 5; =а;. Подставляя в (3.14), получаем

м А де А= а (3.15)et 2a, ry ae => Г. |

Определим теперь оптимальные затраты 2; {-го предприятия или

реальный коэффициент эффективности производства и=хг/22:=
<r; Дифференцируя (3.15) по ai, получаем

A— 20, Rt

АЗ 2

Пусть 7; Н/2 (п>2). Покажем, что в этом случае а, =г.. Дей-

ствительно, пусть a;>A/2 или а; > 2 a; =A, Тогда a;<cA/2 для

всех |5 и а; =г,, |517. Имеем r;>a; ISA, НН, или г; >Н 1/2,
что противоречит предположению. Пусть теперь r;>H/2. Тогда,

рассуждая аналогично предыдущему, получаем a;= Fj, |5 Г:>

>H,=A; и аа=Н. Таким образом, если 7;H/2 для всех i, то
применение дифференцированных цен дает $"=а==г, и, следова-

тельно, план в ситуации равновесия совпадает с оптимальным.
e *

Однако при r;>0,5 Н в ситуации равновесия $; =0,5, $ =Нь x; =

. г, — ve
=0,5R< GRa*i и равновесный план не является оптимальным.

Тем не менее эффективность закона управления и в этом случае

повышается. Так, при г, =0,5Н план в ситуации равновесия яв-

ляется оптимальным. В то же время для закона ОУ при г, =0,5 Н
4имеем X, =-8 = Xy = ok: И только в случае монополиста (г, >

>0,5 Н) применение ифференцированных цен практически не
дает эффекта по сравнению с законом ОУ. При п=2 любая си-

туация 5“=а, где d<a<min (Га, г.) является ситуацией рав-

новесия.

Штрафы. Примем, что центр планирует не только количе-

ство выпускаемой предприятием продукции, но и затраты на про-

изводство (либо другие показатели, например, себестоимость,
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прибыль, рентабельность, которые однозначно выражаются че-

рез количество и затраты). Обозначим и; планируемую' величи-

ну затрат, которая определяется на основе оценок $; эффектив-

ности производства, полученных от предприятий, а именно W,;=
1

—=5-— x;. При отклонении реальных затрат 2; от планируемых,
$

i

предприятие штрафуется. Рассмотрим простейший вид функции

штрафа

__ а (2; —w)), если 2: > Wi,
= |

B(w;—z;), если 2 < w,
a, В > 0,

где © — коэффициент штрафа за занижение, В— за завышение

оценок затрат по сравнению с реальными. С учетом штрафов це-

левая функция предприятия запишется в виде

а

No (А, Xi, i, и) =Аи-—а— : (1—8), (3.16)
агде } если г; > ш, и (—В), если 2;< w;. Поскольку в

системе без штрафов s; < г, а значит, и; = x3 >a, TO до-
$i L

статочно провести анализ случая ш; >2;. Имеем

Легко видеть, что при В<| прибыль убывающая функция 2..
1

Поэтому 2. =5— x;. Если же В`>1, то прибыль возрастающая
г.

1

функция 2; и 2. =,;, что совпадает со случаем В=1. Будем гово-

рить, что при В >| мы имеем дело с сильными штрафами за от-

клонение реальных затрат от планируемых. Рассмотрим случай

$<г, O<B<1. Подставляя значение i= > x; в целевую
r

| |

функцию предприятия, получим

— 1 —

г: 5; ar,

Дифференцируя по $, получаем систему уравнений для опреде-

ления точки Нэша (предполагаем, что границы [4, О] достаточно

широки, и точка Нэша лежит внутри области):
e

/ $ . .

* и .’ если (1 —P) S; < Гр,
$ = + PS; - (3.17)

| rt, если (1 —p)S;> ri,

где ре |
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Упражнение 3.3. Покажите, что система (3.17) имеет

единственное решение при n>2 для любого 0<р<1.

Упражнение 3.4. Обозначим 5“(р) ситуацию равновесия

при заданном значении р. Покажите, что если р, < р», то $5;* (р) >

>52 (р). —
Для исследования возможностей повышения эффективности

закона ОУ в системе со штрафами рассмотрим случай сильного

штрафования В —=1 (о=0). В этом случае

. 4 5% если S*< 2r,,
S; = 2 (3.18)

rt, если S* > 2r;.

Пусть r,<H/2. Покажем, что в этом случае S,.=—=r,(n>2). Дей-

ствительно, пусть гк >5“"/2. Тогда Sp'=S*/2 и $, <5*/2 для всех
[=к. Следовательно, $; =; (15Е®), 5*/2=Н,=Н-—г,=$ь<Г,.

Имеем г„>Н/2, что противоречит исходному предположению.

Итак, если r;<H/2 для всех i, то, применяя систему штрафов,

можно обеспечить $*==г, и, следовательно, эффективность закона

ОУ K,y=1 для любого числа п>>2 предприятий. Минимальное В,

при котором $*==г, определяется`из условия

> B >= max, (3.19)

Упражнение 3. 5. Выведите условие (3.19).

Пусть теперь для некоторого k—r,>H/2. В этом случае си-

туация равновесия

. р i=k,
S; —_

Гр, i= К.

Наконец, при И=2 равновесными являются любые ситуации

вида

S,=S,"=S, ГДе d<s< min (rn, Г»). |

Как легко видеть, ситуация равновесия для случая сильных

штрафов совпадает с ситуацией равновесия для случая диффе-

ренцированных цен. Эффективность закона ОУ, естественно, так-

же совпадает. Так, например, при наличии в системе монополи-

ста, применение даже сильных штрафов практически не дает эф-

фекта.

Адаптивный способ формирования данных. При адаптивном

способе формирования данных оценка $; параметра г; определя-

ется на основе известных планов, затрат и оценок в предыдущие

периоды функционирования. Примем, что

x2,
sa = max ( a 4)

2-1

где Xin-1, 2и-: План и затраты в периоде (Е — 1), Si, — оценка ко-

24



эффициента эффективности производства в периоде k. В этом

случае выбор предприятием конкретной величины затрат в дан-

ном периоде функционирования, очевидно, повлияет на план и

цену продукции в будущие периоды. Как мы отмечали, одним из

свойств активности организаций является учет последствий при-

нимаемых «сегодня» решений. Для формализации этого свой-
ства примем, что интересы предприятия в рассматриваемом пе-

риоде (будем считать, что это период с номером 0) определяют-

ся стремлением к максимуму взвешенной суммы прибылей в
данном и будущих периодах

со

Noхю — 2 + >) OF [Мхи Zeal, (3.20)
k=1

где 6° — дисконтирующий множитель, (O<4,"< 1, будущие при-

были учитываются «сегодня» с меньшим весом). Выражение

(3.20) будем называть критерием эффективности с учетом буду-

щих периодов. Заметим, что выбор 2и, по существу, эквивалентен

выбору достигнутого коэффициента эффективности Aip=X"to/
[22.=<г, который и принимается за оценку Sy следующего пери-

ода. Выбор а; мы и будем считать стратегией 1-го предприятия в

рассматриваемом периоде (очевидно, d<a;<r,). Для упроще-

ния примем следующую гипотезу поведения: предприятие пред-

полагает, что достигнутая эффективность а; останется неизмен-

ной в будущие периоды. Следовательно, и оценка Sy, будет равна

a; для всех 1. При сделанных предположениях критерий эф-

фективности (3.20) примет вид

Лох —=- Xiot Ni |} (a) x; (а) —+ x; (a) ,
a, 2a;

б ry

где М, = т '_. Величину М; назовем степенью дальновидности
— 69;

предприятия. Подставляя закон ОУ, получим

42, 1 4, Ка,
Лю — — Xing + — Ni — . 3.210X0 > w+ Nive (3.21)

Ситуацию равновесия a” будем называть устойчивой по перио-

дам функционирования, если X;(a°) =X, #=1--й. Для ее опре-

деления дифференцируем (3.21) по a;

a
1

—0,

Подставляя Xj ==%;,(a") =a; Ю/А*, получаем

(М, -- 4) A* — 2a/N,

(A*)?
= 0.
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Окончательно имеем

(м N, +4

2N,
AT fis_ AS если

(3.22)
No, +4

Г если ——— 4* г.is , ON >ИИИ
Упражнение 3.6. Покажите, что при N;<1, единственная

ситуация равновесия (устойчивая по периодам функционирова-

ния) a =r.

Упражнение 3.7. Покажите, что при г.<Н/2, единствен-
ная ситуация равновесия (устойчивая по периодам функциони-
рования) а” = г.

Упражнение 3.8. Покажите, что при re > — 7 (i+;-):
k

N,> 1, единственная ситуация равновесия тойчивая по перио-
дам функционирования)

ам” | (3.23)

Результаты анализа во многом аналогичны случаю сильных

штрафов. Действительно, при 6, =1, мы имеем Nico и (3.22)

совпадает с (3.18) с точностью до обозначений {а;'} вместо {5,"}.
Учитывая, что чем меньше N,, тем ближе а," к г,, можно сделать

вывод о большей эффективности закона ОУ при адаптивном спо-

собе формирования данных по сравнению с законом ОУ в случае

сильных штрафов, если 0<—<6,<1 (МNo<оо), т. е. если степень

дальновидности монополиста не бесконечна. Следует, однако,

отметить, что определение устойчивой по периодам функциони-

рования ситуации равновесия потребовало дополнительных ги-

потез о поведении предприятий в будущие периоды, и представ-

ляется поэтому менее естественным, чем определение точки Нэша

при встречном способе формирования данных.

Нормирование целевых функций. Примем, что предприятия

получают только часть прибыли, а остальная часть идет в бюд-

жет. Пусть остающаяся у предприятия { часть прибыли равна

Ля 2, где у определяется из условия нормировки

у > (А—2) =М, М0.
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Целевая функция {1-го предприятия в этом случае —

ft М.

Dy (Mey —2)

Так как /;**— возрастающая функция прибыли (Ax—2i), то прн

встречном способе формирования данных 2.=х?/2г,. Подставляя

закон ОУ, получим

Легко заметить, что 9)($) возрастающая функция величины
S;

S; (i — „=. Последняя же достигает максимума при S;=/;.
г.
1

Следовательно, при любом числе предприятий п>2, единствен-

ная ситуация равновесия $“=г и эффективность закона ОУ

K,y==1. Часть прибыли, отчисляемая предприятию i в ситуация
равновесия,

Di (s*) = <M.

“

Покажем, что в случае нормирования целевых функций обра-

зования коалиций не происходит. Действительно, целевая функ-

ция коалиции Q предприятий

достигает максимального значения также при $:==7, (EQ, т. e.

образование коалиции не меняет ситуации равновесия.

Упражнение 3.9. Определите гарантирующую стратегию

предприятия в случае нормированных целевых функций.

Проведенный выше анализ показал, что закон ОУ является

эффективным при большом числе предприятий. При малом числе

предприятий применение штрафов, адаптивного способа форми-

рования данных, дифференцированных цен или обобщенных оце-

нок, наконец, нормирования целевых функций предоставляет в

руки центра достаточный арсенал средств, чтобы обеспечить эф.

фективное функционирование системы даже при наличии пред-

приятия-монополиста. |
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$ 4. Принцип согласованного управления

Рассмотренные выше два принципа формирования законов

управления — принцип ЖЦ и принцип ОУ отражают крайние
точки зрения. Tak, принцип ЖД в первую очередь выдвигает Tpe-

бование минимизации суммарных затрат на выпуск продукции

(интересы центра). В основе принципа ОУ лежит требованиз
назначения элементам только «предпочтительных» планов (в пер-

вую очередь учитываются интересы элементов). Сравнение этих

двух принципов показало определенные преимущества принци-

па ОУ. Заметим, однако, что интересы центра и предприятий в

рассматриваемой нами задаче во многом совпадают. Действи-

тельно, рассмотрим сумму целевых функций предприятий
п

>) (ax, — 2] = АВ — Ф (2) > max.

i=1

Вторая составляющая этой суммы [-—Ф (2)] есть не что иное, как

целевая функция центра. Близость интересов центра.и предприя-

тий выражается также в том, что существует цена A= 7? При

которой планы X;==Ar;, обеспечивающие максимальную прибыль

предприятий, определяют в то же время и: оптимальный план с

позиций центра. В общем случае, такой близости интересов цент-

ра и предприятий может и не быть. Пусть, например, целевая

функция центра

ФФУ ра, p>0. (4.1)
Le i=

Такой вид целевой функции отражает неэквивалентность затрат

различных предприятий с позиций центра. Например, если пред-

приятие { использует дефицитное сырье, то центр может прида-

вать больший вес р; затратам этого предприятия, или если про-

дукция предприятия { имеет повышенное качество, то для уве-

личения «веса» этой продукции центр может учитывать с мень-

шим весом р; затраты предприятия. Оптимальный план произ-

водства в случае целевой функции (4.1)

Пг

ЕВ, Нр=У —^ (4.2)
p,H (р) j=1 D;

(предлагаем читателям проверить это самостоятельно). Если

коэффициенты р; не все равны между собой, то уже не сущест-

вует цены A, при которой план {х?} обеспечивал бы максимум

прибыли для всех предприятий (таким планом является единст-

венный план x). Как было показано выше, для закона ОУ при до-
статочно большом ‘числе предприятий план X* в ситуации равно-

весия близок к плану. х, который В данном случае не является
оптимальным планом.
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Рассмотрим следующий закон ЖЦ:
~

ив) =—-M(s), Mas, S@)= I> (4.3)
р |

Обозначим т:(5$;) =S,/pi, Г($) = ХУ 1:($1) =$(р) и подставим за-
i=1

‘KOH (4.3) в целевые функции предприятий

has — 5-H 2 a tH $) | |

27)

Предположим теперь, что границы [4, 0] достаточно широки, так

что ситуация равновесия $" лежит внутри области возможных CH-

туаций. В этом случае система уравнений для определения ситу-

ации равновесия имеет вид

®* *

%=n—, Ти = Тр, (4.4)
rT;

где t,°=1;(S,"), T° =T(s"*).
Легко видеть, что эта система с точностью до обозначений

совпадает с (3.5). Таким образом, при достаточно большом числе

предприятий tT’ АГ и, следовательно, X* xX, No ^^.

Вывод довольно интересен. Закон ЖЦ и закон ОУ оказались

эквивалентными в том смысле, что план и цена в соответствую-

щих ситуациях равновесия совпадают. Этот вывод справедлив не

только для закона ЖЦ, но и для любого закона вида

—
us)=TOR, Ат, (4.5)

где t:(S;) pore монотонная, непрерывно дифференцируемая
функция S; Действительно, система (4.4) определяет ситуацию

равновесия для любого закона (4.5), если Дт: ($) [45.5-=0. Заме-

тим теперь, что закон (4. 5) можно получить как решение сле-

won задачи:
п п

D3 ei — min, > х=Ю, (4.6)
12 f=]

MXi— Е x; = тах (hz— г. (4.7)
2т, (51) 2 2т; (s;) |

При 1:(51) =: получаем закон ОУ, а при т. (5; ) —5:/р; получаем
рассмотренный выше закон ЖЦ.

В общем случае функция Ax;— x; уже не является
2t, (5,)

оценкой целевой функции предприятия. Однако ее роль в зада-
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че (4.6), (4.7) аналогична роли функции Ах; — =— +} в законе ОУ.
1

А именно она служит для выражения предпочтений предприятий

к различным планам. Сообщая оценку $, предприятие как бы

информирует центр, что при цене A самый предпочтительный для
него план Ат, ($) —это план, обеспечивающий максимум функции

Ах: — д, Поэтому Ах! — Ах по-прежнему будем назы-
2t, (s,) 2т; (s,)

вать функцией предпочтения, условия (4.7) — условиями согласо-

вания, а задачу (4.6), (4.7) — задачей согласованного планиро-

вания. Принцип формирования законов управления, состоящий в
решении некоторой задачи согласованного планирования, будем

называть принципом согласованного управления (СУ). Конкрет-

ные законы согласованного управления получаются при выборе

конкретных функций предпочтения для всех предприятий и про-

цедуры выбора решения (если решение задачи согласованного

планирования не единственно). Множество законов СУ достаточ-

но широко. В него входят и законы ЖЦ (например, если функция
предпочтения не зависит от плана) и законы ОУ (если функция

предпочтения является оценкой целевой функции предприятия).

Если обозначить Ni (А, Xi, $:) — некоторую функцию предпочтения

i-ro предприятия, V(x, г) — целевую функцию системы (центра),

то в общем виде закон СУ для задачи производства продукции

можно записать как решение задачи согласованного планирова-

ния (СП):

Ф(х, $) — min, > x, = R, м => 0, (4.8)
i=1

1: (А, Хь $1) = тах 4; (А, г, 51). (4.9)
z

Доказанный выше факт эквивалентности всех законов вида

(4.5) можно теперь сформулировать как свойство инвариант-
| 1

ности законов CY с функциями предпочтения Ax;————— xj (ин-
27; (S,)
tt

вариантность понимается в смысле независимости равновесных

планов х’и цены A” от вида функций т; (5$:)). Ситуация равнове-

сия S*, конечно, зависит от т;(5:) и определяется из уравнений

Ст (s;) — $57

где $°7 — ситуация равновесия для закона ОУ. Например, при
s

t= S;,/p; имеем $; =D;S;".
Отмеченное свойство инвариантности в определенном смысле

имеет место и для более общих законов управления и для более

общих моделей. К рассмотрению этих вопросов мы ‹ейчас и пе-

рейдем.

30



$ 5. Гипотеза слабого влияния

Выше мы показали, что для законов СУ при достаточно боль-

шом числе предприятий равновесный план близок к оптималь-

ному. Разберемся теперь более детально, в чем причина этого

факта. Запишем условия равновесия для произвольного закона

л ($) ={^($), х($)}, предполагая, что равновесие достигается
внутри области возможных ситуаций, т. е. $*е= (4, О). Будем пред-

полагать, что A(S), {х.($)} — непрерывно дифференцируемые

функции {5:}. Имеем

0D, (5$ х, \ дхiM) Ш | 9 OM 0 (5.1)
)

Ox,
или при 55 20, А, > 0

5;

On

x; 7 as,
г ‚ Ox;

ds,

Предположим теперь, что с увеличением числа предприятий пра-
вые части этих уравнений стремятся к 0: Тогда x;°~A*r,, а так как
п

У x,°=R, то No=Ю/Н==\ и, следовательно, x;" = X;.

i=1 |
Уменьшение правых частей системы (5.2) в свою очередь свя-

зано с уменьшением влияния отдельного предприятия на цену

продукции при увеличении числа предприятий. Формально это

можно выразить в виде условия

1 an|_

Os, =0. (5.3)
р

Условие (5.3) будем называть условием слабого влияния. Если

известно, что цена в ситуации равновесия ограничена снизу

No >= Ави. >>0 при любом числе предприятий, то условие слабого

влияния можно записывать в виде

Oh | —(, (5.4)
57

lim
n—>oo

В частности, для закона ОУ мы имели

к gH R
$’ @s, $2’

4 OA . 1 . 4
0< lim | — —] =lim — < lim — =0.
oS 00 A 05, n—eo S Я н-кюо па



Заметим, что факт слабого влияния отдельного предприятия на

цену продукции при достаточно большом числе предприятий

(и отсутствии монополистов) хорошо известен в реальных эко-

номических системах. В этом случае разумной представляется

следующая гипотеза поведения предприятий: при сообщении ин-

формации предприятие не учитывает влияния этой информации

на цену. Действительно, в условиях реального производства с его

неопределенностью и случайными возмущениями учет «слабых

эффектов» не имеет практического смысла. Приведенную выше

гипотезу о поведении предприятий на этапе формирования дан-

ных будем называть гипотезой слабого влияния (CB),. При ги-

потезе (CB), условия равновесия будут отличаться от (5.1).

Будем называть соответствующую ситуацию точкой Нэша при

гипотезе слабого влияния или просто ситуацией равновесия, если

известно, что поведение предприятий определяется гипотезой

слабого влияния. Уравнения для определения ситуации равно-

весия

$ %

(w= Ox,
iid)

Г Os,

Ox; *
WIM, учитывая, что 3s, = 0, У, xi —= R; получаем

1 1

x; = Mr, (5.5)

Xj = -— К =Х No == — =.i 7k by H

Таким образом, любому закону управления л($), удовлетво-
ряющему естественным условиям

п —_ ax, ($)
2 м (5) = К, as, == 0,

соответствует в ситуации равновесия при гипотезе слабого влия-

ния один и тот же план хи цена A. Напоминаем, что предпола-

гается существование равновесия внутри области [4, 0], или,

другими словами, существование решения системы уравнений

х;($") =X;

такого, что d<s,;<D. Это требование, конечно, ограничивает

множество инвариантных законов управления. Среди них закон

ОУ обладает дополнительным свойством: в ситуации равновесия

при гипотезе слабого влияния все предприятия сообщают досто-

верные оценки коэффициентов эффективности производства. Это

свойство немедленно следует из условий равновесия (5.5) и усло-

вий совершенного‘ согласования (3.3) х"==А"г:==А"$ +, sf=r,. До-

стоверность сообщаемой информации выгодно отличает закон
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ОУ от других инвариантных законов управления. Это свойство

становится особенно важным, если целевая функция системы

Ф (2, \) зависит не только от затрат 2, но и от планируемых 3aT-.

рат W= „— хг. Действительно, при отклонении планируемых
$
i

затрат и; OT реальных 2; система несет дополнительные потери,

т.е. D(z, м) <Ф (>, 2), если м522. В этих условиях оптимальным

будет закон, обеспечивающий достоверность сообщаемой инфор-

мации, т. е. закон ОУ,

$ 6. Теоремы о слабом влиянии

и квазиинвариантности

Покажем, что свойство инвариантности законов управления

при гипотезе слабого влияния справедливо и для моделей с функ-

циями 3; (х:) более общего вида, чем х?/2 г‚. Будем предполагать в

этом пункте, что 3;(х:) — строго выпуклые, непрерывно диффе-

ренцируемые, возрастающие функции х., причем задача

п п

У З:(х,) > min, » x; =R, x, > 0
i=1 i=1

‘

имеет положительное решение x>0.

Рассмотрим произвольный закон планирования

Хх: ($) =&:(A, $), (6.1)

где &-—-строго возрастающая непрерывно дифференцируемая

функция $; и A C ограниченными производными, причем

0%
E:(0, 5) =0, „>20.

Закон ценообразования A(S) определим как решение урав-

нения

УЕ, JER, (6.2)
[==]

Предполагаем, что уравнение (6.2) имеет решение ADAmin—>0

при любых возможных значениях $, и следовательно, закон уп-

равления {^. ($), х ($) } определен для любых зе [4, О].

Законы управления (6.1), (6.2), удовлетворяющие приведен-

ным условиям, будем называть законами минимально разумного

управления (МРУ). Наконец, примем как и в предыдущем пунк-

те, что равновесие достигается внутри области [d, 0]. Условия

равновесия при гипотезе слабого влияния

d3.\ д

9 (Ax, —3,(x)) = "- i 9,
Os, dx, ds,
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0%, о
или с учетом того, что =~ > > 0,

5
Lt

d43, (x1) _ ye (6.3)
dx,

Однако (6.3) есть не что иное, как необходимые и достаточные

условия оптимальности для задачи минимизации затрат
п п

>) 3.(х;) при условии 5) х==К. Следовательно, х“==х: для

= i=1

любого закона (6.1), (6.2). Разрешим уравнение *%;==&;(A, $+)

относительно XK:

W=Ei (Xs, $). (6.4)

Рассмотрим функцию

Поскольку bi (% я — возрастающая функция х, то функция

ф:(Хь $:) =| tly, $ S;)dy является выпуклой. Поэтому условие
(6.4) или (6.1) является необходимым и достаточным условием
максимума по х; функции (6.5). Если теперь рассмотреть закон

СУ c функциями предпочтения (6.5), то, как легко видеть, это

и будет закон (6.1), (6.2).

Полученные результаты показывают, что свойство инвариант-

ности законов СУ при гипотезе слабого влияния имеет место для

достаточно произвольных зависимостей 3, (х;). Возникает вопрос,

насколько правдоподобна гипотеза слабого влияния для этого

более сложного случая. Вернемся к прежнему понятию равнове-

сия Нэша без гипотезы слабого влияния. Пусть число предприя-

тий в системе неограниченно возрастает. Чтобы при этом цена

продукции и планы выпуска не стремились к 0, примем, что

одновременно растет и спрос на продукцию BnSRSbn (b>0,

В<со). Точнее следует сказать наоборот, что число предприятий

растет как следствие повышения спроса на продукцию. Чтобы

исключить появление монополистов или бесконечно малых пред-

приятий, примем, что функции затрат 3;(х:) всех предприятий

ограничены сверху и снизу при любых 0=—х;:— К, т. е. Зав (Х;) <

<3; (%:<3mnax (Xi), THE Зав, _Зпах обладают всеми свойствами

функций 3;(%;). Обозначим х(п) — оптимальный, план задачи,

x"(n) —равновесный план, /"(п) — равновесная цена, А (п) =

= d3 [i (п) \/dx,— множитель Лагранжа в системе из п пред-
приятий.
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Теорема 1.1 (о слабом влиянии). Для любого зако-

на МРУ

naa Дифференцируя равенство (6.2), получаем

0= 55, aie (6.6)

7
On Os; const
eae > 0

as, д) ne =
Sar

5^

Теорема 1.2 (о квазиинвариантности). Для лю-

бого закона МРУ

lim |x; (2) —x;(n)\=0, lim | No (®)—А(п)|=0.

Доказательство. Условия равновесия Нэша имеют вид

_ ob _ oh
, 2% Ce ‘Os, _ ‘As,

a, ald Ob Oh, Fy
Os, 04 Os, OS,

Учитывая (6.6), получаем

he d 3, [x; (n)]

ми |=
t

x; const

0, (п "re

fAl on
Обозначая ©,(^) функцию, обратную d3;(x;) [Ах имеем

lim |x; (2) — ФА” (п) |=0, lim |в—У9А“ (n)] |=
по П—>со i

—0.

Учитывая, что >) 0 (п)]== А, получаем
i

lim Xe [А (1)]—У ФИА" (n)]|=0, lim | 4(n)—A*(n)|=0.
n—-»0o ; . ПО

Отсюда следует

lim im | x; (n)—9O, (h(n) | = lim | x; (n) —%(n) |=

Теорема доказана.
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Теоремы 1.1 и 1.2, по существу, являются обоснованием
гипотезы слабого влияния при достаточно большом числе пред-
приятий. Для того чтобы получить предельную теорему о бли-

зости сообщаемой информации к достоверной для закона ОУ,

рассмотрим функции затрат вида З:(хь 7:), где г. коэффициент
эффективности производства. Для закона ОУ имеем в равновесии

* * *

lim d3,[x, (п), 7] he (п) |= 0, ad3,[x; (п), $; (n)] |

n—>0o x i dx i
= (п)

и, если d3,/dx, — непрерывные функции Г»,

lim |r;—s; (п) |=0,

где {s;"(n)} ситуация равновесия Homa в системе из п предприя-

THH.

$ 7. Оптимальность принципа открытого управления

Предыдущие результаты об инвариантности законов СУ при

гипотезе слабого влияния могут вызвать у читателя определен-

ный пессимизм. Действительно, как ни управляй, а в результате

система придет в одно и то же состояние равновесия! Дело здесь,

конечно, в том, что определенное нами равновесие при гипотезе

слабого влияния в данном случае является единственным. Что

будет происходить, если равновесий Нэша при гипотезе слабого

влияния несколько? Для ответа на этот вопрос рассмотрим сна-

чала простой пример, считая 3;:(х:) =х:/2г.. Пусть количество R
выпускаемой продукции не задано, а вся произведенная продук:-

ция реализуется по цене и. Примем целевую функцию системы

Ф (x, 2) = > (UX;— р; — max. (7.1 )

1=1

Рассмотрим ситуации равновесия при гипотезе слабого влия-
НИЯ |

Х' = АГ. (7.2)

п

Поскольку ограничений на > X;" нет, TO при любой цене A’, план
.’ i=1 `

“—=^”г будет определять ситуацию равновесия. Соответствую-

щая равновесная стратегия 5:“ определяется из уравнения

А"; (^,, $“) .

Таким образом, в данном случае равновесных ситуаций много.

Какая из них является оптимальной? Подставляя (7.2) в (7.1),
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получим

АН — За ВИ дФ* = Aw > 5 А,

Максимум этого выражения достигается при

=, Хер, (7.3)— п

у, р!" ]
j=l

Теперь уже He любой закон управления будет обеспечивать мак-

симально возможное значение целевой функции центра. Так, на-

пример, для закона ЕЁ; (А, 5:) =А5:, Ap имеем в ситуации равно.

весия Х’==ии:5Е, если > pit; 7-H. В то же время закон OY

i ~
позволяет получить в ситуации равновесия X =x. Действительно,

закон ценообразования A(S) в законе ОУ определится как реше-

ние задачи |

i=1

Несложные вычисления дают

А) =

У! 2,51.
j= 1

A так как для закона OY ситуация равновесия $*==Т, то ^ (5*) =A,
т. е. равна оптимальной цене.

Таким образом, закон ОУ является в данном случае опти-

мальным законом управления. Существуют и другие оптималь-

ные законы, например, все законы вида

ЖА, $1) = м1), A(s)=pT 5)! > pit; ($1), (7.3)
i

где Т ($) = Ут (s;), т, ($;}) —строго монотонные функции $;. Дей-
i

ствительно, в ситуации равновесия т; = 1, (5!) = г; и, следовательно,
^* =. Заметим, что закон-ОУ единственный среди них обеспечи-

вает достоверность информации в ситуации равновесия при любых

г, Е [а, О]. Тем не менее законы (7.3) остаются оптимальными,

даже если в целевой функции центра учесть потери от отклоне-

ния реальных затрат 2; от планируемых wW;. Только в этом слу-

чае планируемые затраты следует вычислять по формуле и; =
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; % 2

= iy что обеспечивает в ситуации равновесия Ww; = w; (S;) =
2t, (5;)

= — xi =i, т.е. совпадение реальных и. планируемых затрат.
р

|

Предыдущие рассуждения можно обобщить и на более слож-
ные модели. Рассмотрим произвольную целевую функцию центра

Ф (x, 2) и целевые функции предприятий f(A, Хь, 2.) =AX—z,. Так
как | (Л, хь г) убывающие функции 2, то можно положить
2.=3З:(хь r;) H

P(A, хь 21) = 91 (A, хь п) =AX;—3; (*1, 1),

Ф (х, 2) =O (x, {3; (хь, 71)}) =Ч (x, г).

Пусть Х произвольное замкнутое ограниченное множество воз-

можных планов х=={х:}. Рассмотрим множество С* законоз
управления таких, что для любого закона из этого множества

условия равновесия при гипотезе слабого влияния имеют вид

Фи (^, Xi, Гл) = max, (А, у, и). (7.4)
у

Обозначим А(г) множество равновесных планов, т. е. планов

xeX, удовлетворяющих (7.4) при некотором A>0. Оптимальным

законом управления будет закон, при котором равновесный план

обеспечит минимум целевой функции W(x, г) на множестве

А (г). Рассмотрим закон ОУ

WY (x, $) > min, ХЕХ, ADO, (7.5)

(pi (A, Хь, 51) = max 9: (A, и, Si). (7.6)

Очевидно, что ситуация $"=г является равновесием при гипотезе

слабого влияния, поскольку условия (7.6) при $*=г совпадают с

условиями равновесия (7.4). Более того, эта ситуация не хуже

любой другой. Действительно, пусть S” ситуация равновесия и

S*s4r; Рассмотрим ситуацию S= (S,",..., Sia, ri, Sit 5...) ба).
Имеем при гипотезе слабого влияния

Pi (M, 5"), п) = тах Фи (A, у, д = gy (A¥, x; (5), г),

т. е. сообщая г; вместо 57, предприятие «не проигрывает».

Предполагая наличие слабых штрафов в системе за сообще-

ние недостоверной информации (например, чисто моральный сти-

мул сообщать достоверные сведения при прочих равных усло-

виях), мы можем принять, что $“==г — единственная ситуация

равновесия при гипотезе слабого влияния для закона ОУ.

А в этом случае решение задачи (7.5), (7.6) определяет наилуч-

ший равновесный план. Таким образом, закон ОУ является опти-

мальным среди всех законов множества С". О
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$ 8. Критериальное управление

В предыдущем пункте мы доказали оптимальность принципа

ОУ на множестве С' законов управления при гипотезе слабого

влияния. Обозначим Чо, (г) значение целевой функции центра в

ситуации равновесия $*=г для закона ОУ (т. е. оптимальное зна-

чение целевой функции в задаче согласованного планирования

(7.5), (7.6) при s=r). Обозначим далее Ч„(г) — оптимальное

значение целевой функции в решении задачи оптимального пла-

нирования:

Ч (x; г) > min, хеЕХ (8.1)

Очевидно, что ЧФ’, (г) =ЧФ„(г). Примем, что W,,(r) >0 и опреде-

ЛИМ

Koy =min 2“ <1, (8.2)

где © = И [d;, 2]. Коэффициент К, назовем критерием эффек-

THBHOCTH закона ОУ (или просто эффективностью закона ОУ).
Аналогично можно определить эффективность любого закона

управления л ($)

Ky = mi ыы= п——- >

ON ren Ч (9)

‘

где Wy(r)= max W [x (s*), г],
s*eQ(r)

С (г) — множество ситуаций равновесия при гипотезе слабого

влияния. Очевидно, что эффективность любого закона из мно-

жества G' не превышает Ky. Случай K,y=1 свидетельствует об

определенной близости интересов центра и предприятий (напри-

мер, в задаче производства продукции, когда целевая функция

центра равна суммарным затратам на производство продукции).

Если Koy<1, то интересы центра и предприятий в существенной

степени не совпадают. Это свидетельствует о несовершенстве CH-

стемы стимулирования. Повышение эффективности функциони-

рования системы возможно путем изменения целевых функций

предприятий (критериальное управление). Рассмотрим, напри-

мер, целевую щие центра

При целевых функциях предприятий

1
Ф: (A, Xt, г!) — AX;—— x7,

er,
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эффективность закона ОУ равна

(2") .
ry и. A

=) 889
Так, если n=2, р. =1, р». =9, то K,y<4/10(14+'/,) =0,36. Однако

достаточно взять в качестве целевых функций предприятий

р

Фи (Аж, =, Xi, (8.4)
1

и для закона ОУ критерий эффективности будет равен 1.

Аналогично для задачи с целевой функцией центра

‹ Pr с
Ч (x, г) =>, И

i= пр _

выбор целевых функций предприятий в виде (8.4) обеспечивает

максимальную эффективность К,,==| закона открытого управле-

НИЯ

Х:— и$/рь = Ц.

Ра

Особой формой критериального управления можно считать

нормирование целевых функций и введение дифференцированных

по предприятиям цен. Разобъьем предприятия на т групп так,

чтобы в каждой группе было не менее двух предприятий и бу-

дем устанавливать для каждой группы ^ свою цену продукции А»

Кроме того, для каждой группы выделим фонд материального

поощрения Ф,. Применяя нормирование целевых функций прелд-

приятий одной группы, мы обеспечим для закона открытого

управления достоверность сообщаемых оценок коэффициентов

эффективности, так как число предприятий в каждой группе

не менее двух. Обозначим @, — множество предприятий, входя-
щих в А-ю группу. Имеем для предприятия i@Q, х.=А/; и, сле-

довательно, |

$ (x, = мау У = purine
{=1 k=1 =, ^

Обозначим М ри.=Аь >) п=НьЁ=1-- т. Задача про-
ЕО =ОЬ

изводства продукции сводится к определению цен {Ag} таких, что

т

1 2 .
Y= У — Аш,2 > ВА >
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при условии

т х
> НьNo = В.

k=1

Применяя метод множителей Лагранжа, получаем

H,R
Np = z , k=1— т,

Hj

p 4
2-1

т pro \ 7h m ( 2 g
Wort R У ИЕ — 1 р У вы. ,

2 A, 2 |
k=1 k=1 . > DT;

=Оь

Учитывая, что Ч„==А?/2Н (р), где Н(р) = > п/р, мы можем

i=1

оценить. эффективность разбиения предприятий на группы

Kg=min —.
{7} Н (р) т Ap

Поставим задачу определить разбиение предприятий на группы,

при котором Ко максимально. Эта задача является. довольно

сложной экстремальной комбинаторной задачей. Она решается

довольно просто, если существует допустимое разбиение пред-

приятий на группы такое, что р:=рь для всех (@Q,, (T. е. зна-

чения коэффициентов р; у предприятий одной группы совпадают).

Тогда такое разбиение является оптимальным и Ко=1|. Действи-

тельно

1 х Hy 1 < Mp

Hp) 1 Ap H(p) р,

Этот результат дает нам простое эвристическое правило: раз-

бивать предприятия на группы с близкими значениями р:. Про-

стые критерии качества разбиения можно получить, заменяя за-

дачу максимизации Ко на задачу максимизации его верхней или

нижней оценки. Так, например, полагая все 7;=const (очевидно,

это дает оценку сверху), получаем критерий

Я |]

—1

Ко = Ne $ A P= УЗ piQ= Dip a a > Piy
RoR] \ oe OE IEQp

где n,=|Q,}. Заметим, что Ко также равно 1, если существует

допустимое разбиение на группы с равными р; у предприятий
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одной группы. Пусть предприятия упорядочены по возрастанию

Pi т.е. р. = р.=... р». Можно показать, что существует раз-

биение, оптимальное по критерию Ky, удовлетворяющее следую-

щему условию: если i, |=, и существует i</<j, то и [= 0,.
Это свойство оптимального разбиения позволяет предложить

эффективный алгоритм решения задачи (по критерию Ко). Опре-

делим граф С с (n—1) вершиной 0, 2, 3,..., n—2, п. Вершины

к, +2 соединяем дугой (^, +2) длины

4

Prry Рено
Le вуз =

Вершины k, R+3 соединяем дугой (Е, +3) длины

9

Pray + Рьна + Phos

Определяем путь р максимальной длины, соединяющий вершину 0

с вершиной п. Длина этого пути равна максимальному значению
п

“ 1
Ко| У — |. Оптимальное разбиение определяется следующим

образом: если (k, |) Ев, то предприятия с номерами (#-1)-—]

входят в одну группу. |

Le kes —

Рис. 1.4

Пример. Пусть pj=i, #=1-= 6. Граф С приведен на рис. 1.4

(длины [, указаны у соответствующих дуг). В данном случае

существуют всёго два пути р, = (0, 2, 4, 6) длины 45+

1 1 042, 1 1++ a) sn 2,2 H Hy = (0, 3, 6) длины Le 9(- 4 =) 2,1.

Путь максимальной длины L, определяет разбиение предприя-

тий на 3 группы @, == (1, 2), О, = (3, 4) и Ц, = (5, 6).

Упражнение 8.1. Проведите обоснование алгоритма, т.е.

докажите, что алгоритм обеспечивает оптимальное по критерию

Ко разбиение предприятий на группы.

$ 9. Сильные штрафы

Эффективность функционирования системы можно увеличить,

повышая ответственность предприятий за соответствие реальных

затрат и планируемых. Так, например, пусть предприятию уста-
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навливается план по прибыли

ро

При отклонении реальной прибыли {=Ах.—г; от планируемой
предприятие штрафуется. Примем функцию штрафа

pa — а (п"—1), если fr" >fi,

B(fi—fr"), если fr > fir",

где a, В>>0.

С учетом штрафов целевая функция предприятия примет вид

fs (hy ль Zip ши — [7 OD» CCM а > Wr (9.1)
В (w;—2;), если WwW; > 2.

Пусть B<1. Тогда [;(A, хь г, Wi) — убывающая функция 2; и по-
1 2

этому реальные затраты равны минимальным >— x;. Предпола-
Г ..
{ .

rad, что планируемые затраты определяются по формуле &.==
1 2

=— х;, Получаем
25,

14 4 4
544 (———), 71 < $,

4 п 51
фу (A, Xi, rj, Si) = hx; — — x1 = 4 р 4

1 — Bx; (----), п; > Si.
|2 51 Г

Если В—1, то целевая функция (9.1) достигает максимальной

величины при аи = м. В этом случае при $:=/; реаль-
5
i

ные затраты совпадают с планируемыми и

4 2
Ё (А, хь Wi, M1) =; (A, Xi, $) = hx, —— Xi. (9.2)

1

Заметим, что изменение коэффициентов a, В приводит к изме-

нению целевой функции предприятия. Таким образом, введение

штрафов также является особого вида критериальным управле-

нием. Проведем исследование так называемого случая сильных

штрафов, когда штрафы за отклонение реализации от плана Ha-

столько велики, что единственной разумной линией поведения

предприятия является безусловное выполнение принятых ‘обяза-

тельств. Заметим, что требование совпадения реализации и пла-

на может носить и не экономический характер, а быть чисто

административным указанием со стороны центра.

Для того чтобы гарантировать выполнение плана по прибыли,

предприятие должно сообщать оценку’ S; не больше реального

коэффициента эффективности 7, а чтобы не было перевыполне-

ния плана, реальные затраты должны быть равны планируемым,
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т.е. 2.= — xj. Таким образом, в случае сильных штрафов це-
1

левые функции предприятий имеют вид (9.2), а множество воз-

можных стратегий d<s;<cr;. Пусть п ($) = {^, ($), х($)} — про-

извольный закон управления. Предположим, что @i(A, Хь S;) =

=); ($) — — x; ($) возрастающая функция 5:. Тогда, очевидно,
i

s*==r* единственная ситуация равновесия. Обозначим С"Р множе-

ство законов управления, для которых условие монотонности це-

левых функций по {5:} выполняется. Тогда для любого закона

ле С“? единственная ситуация равновесия $*"=г (в этом смысле
можно говорить об инвариантности законов множества (“Р).
Естественно поставить задачу выбора из множества G"? такого

закона, который имеет максимальную эффективность. Покажем,
во-первых, что закон ОУ принадлежит множеству С"?. Действи-
тельно, для закона ОУ x;=AS; и, следовательно,

dp x,\ Ox 4 4
| i i 3 20.= ( == им =— x; 0.

51 $$] 98; = ds; 2s;

Таким образом, оптимальный закон Ha множестве GTM имеет во
всяком. случае эффективность не меньше, чем лучший закон на

множестве G! — 3aKoH ОУ.

Рассмотрим задачу производства продукции

п п

Ф( 2) => p;z; — min, У м =К, х>0

i=1 i=1

с целевыми функциями предприятий (9.2).

Определим параметрическое множество законов управления

x; = At, А =-т, т= Ут, (9.3)
i

$

Где t;==eS,;+ (1—) -,0<—:=—<1 — параметр. Выпишем условие
р

|

принадлежности законов (9.3) множеству G":

[95; $/ 98; 25 р;

или р:(2— =) > 1—8.

'Обозначая Pmin = ПИП р, имеем

Pmin >
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Заметим теперь, что чем меньше &, тем «ближе» закон (9.3) к

закону ЖЦ, обеспечивающему оптимальность плана при усло-

вии достоверной информации. Минимальное ec, обеспечивающее

принадлежность закона (9.3) множеству СЦ"Р определяется усло-

вием

4
если Pmin >>» To ¢=)Q,

1—2p nin

1— Pmin

1
если Pmin < >, то & >

На первый взгляд кажется, что при ри! < 1/2 получить абсолют-
но оптимальный закон управления с единичной эффективностью

не удается даже в случае сильных штрафов. Однако это не так.

Действительно, оптимальное решение не изменится, если целе-

вую функцию центра умножить на некоторое положительное чис-

ло, T. е. ПОЛОЖИТЬ

п

D(z) =У У, ра: = НИЕ ха, vy > 90.
2s

i=1 i- !

Это эквивалентно умножению Ha y всех p;. Выберем величину Y

таким образом, чтобы YPmin >> 1/2, т.е. p> |
2Pmin

В этом случае при &=0 закон ЖЦ

$ R
м = — , N= Е

YP; me

принадлежит множеству С“? и, следовательно, является абсо-

лютно оптимальным. Таким образом, в случае сильных штрафов

для рассмотренной задачи всегда удается обеспечить абсолютно

оптимальное функционирование системы и достоверность сооб-

щаемых оценок. Однако за это приходится «платить» увеличе-

нием цены A"= A, так как y>>1. В нашей задаче цена A не входит

в целевую функцию центра. Однако в реальных системах центру,

конечно, небезразлична цена продукции. Так, если центр опла-

чивает предприятиям произведенную продукцию по цене A, то он,

возможно, заинтересован в том, чтобы цена A была поменьше.

Наконец, на величину цены могут быть наложены определенные

ограничения ANAmax. В этом случае может оказаться, что закон

AKL (#=0) не принадлежит множеству С"?, а оптимальным на

множестве законов (9.3) будет некоторый закон согласованного

управления (0<#<1). |

Упражнение 9.1. Определите оптимальный закон управле-

ния вида (9.3), принадлежащий множеству С“"?, для следующей

задачи производства продукции |
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п п

AR + 5} Qs, 8 >) = К.

Целевые функции предприятий возьмите в виде

4
Pi (A, Xt, Si) =Ax; x} .

2s,

$ 10. Адаптивный способ формирования данных

Мы уже рассматривали адаптивный способ формирования

данных. Вернемся к нему еще раз, предполагая гипотезу слабого

влияния. Итак, пусть оценка 5; „+1 коэффициента эффективности

производства в периоде (+1) определяется на основе извест-

ного плана X, и затрат 2 в периоде Е

Хх

на == = =. (10.1)
af

Так как 2,>>% т /2r;, то ав. <r; В данном случае стратегией пред-
приятия в периоде ^ является реальная эффективность производ-

ства а»„. Поскольку выбор аз влияет на план Хи, то в целевой

функции предприятия следует учесть ‘будущие периоды. Запи-

шем целевую функцию в периоде kc учетом будущих периодов в

следующем виде:

4 a 4
Tua = kia 9 Hi > 97 А Ha | (10.2)

k g==k +1 19

где Ag==A(Aq-1), Ха=х(а.-.), а>Е-Ь, 677" — дисконтирующий
множитель, 0<6.<1.

Так как будущие значения Ag, Ха не известны предприятию в

период k, то необходимо ввести определенные гипотезы о поведе-

нии предприятия, устраняющие эту неопределенность и позво-

ляющие определить стратегию а„. Одна из них — это гипоте-

за слабого влияния, согласно которой предприятие не учитывает

влияния реальной эффективности а на будущие цены Ag. Поэто-

му мы можем принять Ag=A, для всех 9>Ё. Целевая функ-

ция (10.2) принимает вид

оо

ПЖ У [мии vi | | (10.3)
20, p 4 2a,

g=k+1 q

Так как хи=Е, (Ла, Qi q-1), то при гипотезе слабого влияния мы

можем положить Xig=E: (An, Ai, а-1), 9-1. Теперь целевая функ-

ция зависит уже только от последовательности {а 9}, выби-
раемой {-ым предприятием. В этой последовательности нас инте-

ресует только первый член Ay, т. е. решение, принимаемое в пе-

риод Р. Можно предположить следующую процедуру выбора прелд-
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риятием i реальной эффективности ay. Предприятие i решает

адачу максимизации (10.3) на множестве всех последовательно-

тей {а} таких, что аа: при заданных значениях Ag, Хь и

условиях Хи=:(Ль, @ч-1), 9 >Е-+1. Пусть последовательность

а={аи, 9—} — оптимальное решение этой задачи. Значение

Qi, и выбирается в качестве реальной эффективности производ-

ства в периоде К. Однако такой способ может оказаться достаточ-

но сложным в условиях реального производства. Рассмотрим бо-

лее простой вариант. Примем, что предприятие { рассматривает

только «простые» последовательности а,=а» для всех qk и

целевая функция (10.3) принимает вид

Nik = м wie +N; ak (No, а) — — EF (Ae, au) , (10.4)
а Ра

5,
где Ni=7-5 степень дальновидности предприятия i. Выраже-

ние (10.4) зависит уже только от а. Рассмотрим множество С"Р

законов управления. Для любого закона из этого множества

функция

Фу (An, Xin, Qik) = ЖЕ, (Az, an) — Е (Az, Gir)
ik

— строго возрастающая функция a. Учитывая также, что

Льв— hk строго возрастающая функция Ay, получаем,
ik

что единственная ситуация равновесия для любого закона из GTP

есть а* =r (причем, независимо от степени дальновидности пред-

приятия). Таким образом, задача выбора оптимального закона

управления на множестве G"? совпадает с соответствующей за-

дачей для случая сильных штрафов. Более того, можно ослабить

условие строгого возрастания для законов из множества G"TM, a

требовать только, чтобы Q;(A, х.(а), а:) были неубывающими

функциями а, так как А x} является строго возрастающей
t

функцией а; при любых x;>0.

Упражнение 10.1. Получите условия, при которых опти-

мальная простая последовательность является оптимальной и на

множестве всех последовательностей.

Упражнение 10.2. Рассмотрите задачу определения опти-

мальной последовательности для целевых функций вида
R+ No

4 4
Nik = MeXik——— Xin + >» Pa (ApG@iq-1) ——— &; (Ap, aig) ,

20)» paren 20 ig

. - 4 |
Nie = min 87" a (Me, Qi,q-1) ——— Ef (Ae, igen DI,

9> 20
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$ 11. Анализ гарантирующих стратегий

До сих пор, проводя исследование законов управления, мы

рассматривали ситуацию равновесия в качестве решения соот-

ветствующей игры. Однако в ряде случаев определение равно-

весных стратегий представляет определенные трудности. Рас-

смотрим, например, закон согласованного управления для зада-

чи производства продукции с функциями предпочтения

ni (hy Xe 8) = (мы, 0<e<l, (1.1)
|

где I[uJ=1 при и>0и Ци]=0 при и< 0.

Условия согласования с функциями предпочтения (11.1) мож-

но записать в виде

1 1.АХ: — 2s, х! >> S; =emax ( y 3s, г). (11.2)

Закон СУ с функциями предпочтения (11.1) называется законом

=-согласованного управления. Случай e=1 соответствует закону

ОУ, а == — © — закону ЖЦ.

L 2, 12: (4, z;, §;) р
С

§ ip —— 6-1 ——

|

(7-W-E)AE, AS, ГАНЕ) 215 2.
é

Рис. 1.5

Из (11.2) легко видеть смысл условий (11.1). Центр гаранти-

рует предприятиям план в некоторой окрестности 4: (/, 5:) наибо-

лее предпочтительного плана AS; Эта окрестность определяется

условиями (рис. 1.5)

[9— No51 | <(У 1—2) As;. (11.3)

A,(A, 5:) определяет множество согласованных планов, т. е. MHO-

жество планов, удовлетворяющих условиям согласования. В дан-

ном случае уже трудно выписать закон управления в явном виде

{^ ($), X(S)}, что вызывает затруднения и при анализе ситуаций
равновесия. Заметим, что затруднения возникают не только у ис-

следователя, но и у предприятий. Разумно предположить, что в

этих условиях поведение предприятий становится более осторож-

ным. Формальным выражением такого осторожного поведения

может служить принцип максимального гарантированного ре-
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зультата. Согласно этому принципу, предприятие выбирает та-

кую стратегию, которая обеспечивает максимальное значение це-

левой функции в «наихудших условиях». Для встречного способа

формирования данных и законов согласованного управления

принцип максимального гарантированного результата можно фор-

мально записать как задачу выбора стратегии $1, обеспечиваю-
щей максимум гарантированного результата, который равен

aa [No ®—„ я (8) ; (11.4)

где A(S), x;(S) — решение соответствующей задачи согласованно-

го планирования. |

Стратегию s; будем называть гарантирующей, а совокуп-
ность $ "= {5'} —гарантирующей ситуацией. Проведем исследо-

вание гарантирующих стратегий для закона ОУ (#=1). Во-пер-

вых, заметим, что наименее благоприятными условиями для 1-го

предприятия являются сообщения всеми другими предприятиями

максимальных оценок S;=D. Действительно, целевая функция

[-го предприятия при законе ОУ имеет вид

5,

esis, (1st) = 1 \ Or,
ar, (2 У) 3

j

и является убывающей функцией S;, jl. Поэтому гарантирован-

ный результат равен

$

5 1——“
ar, R?

[(n 1) D +- 5,12

И максимален при

г (n —4) D
i=l;

(n —1) D+r,

Легко видеть, что при достаточно большом числе предприятий

$$ fr, Таким образом, сообщение оценок, близких к достовер-
ным, является не только равновесной, но и гарантирующей ситуа-

цией. Обратим внимание на следующее обстоятельство. Возмож-

ные значения цены A(S) для закона ОУ заключены в пределах
R/nD<i<R/nd. Из них наименее благоприятной для предприя-

тия является, очевидно, минимальная цена ^^=АЮ/пО (будем на-

зывать ее гарантирующей ценой). Независимо от сообщаемой
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оценки предприятие { может ожидать (в худшем случае) цену

R
= = А, )(n bas? 5 M :

при достаточно большом числе предприятий. Таким образом, при

достаточно большом числе предприятий предприятие i может

ожидать назначения на этапе планирования цены, близкой к га-

рантирующей. Определим гипотезу слабого влияния (СВ), как

гипотезу поведения предприятий при определении гарантирую-

щих стратегий: предприятие не учитывает влияния сообщаемой

оценки на цену A в том смысле, что при любой оценке $; ожидает

назначения на этапе планирования наименее благоприятной цены

Аг. Стратегии, определенные при гипотезе слабого влияния, бу-

дем называть гарантирующими стратегиями при гипотезе слабо-

го влияния или просто гарантирующими стратегиями, если изве-

CTHO, что гипотеза слабого влияния имеет место. Гипотеза (CB).

при определении гарантирующих стратегий и гипотеза (CB), при

определении ситуаций равновесия имеют общие черты. И в том,

и другом случае предприятие не учитывает влияния сообщаемой

информации на цену продукции. Различие состоит в том, что при

определении ситуаций равновесия гипотеза (СВ), позволяет рас-

сматривать цену A, как параметр, не зависящий от S;. При опре-

делении же гарантирующих стратегий 1-го предприятия гипотеза

(СВ). позволяет вместо определения наихудших оценок 5$; (]5=#)

определять гарантирующую цену A’, что существенно облегчает

анализ. Действительно, при гипотезе (СВ), гарантированный ре-

зультат (11.4) можно представить для закона ОУ в виде

2 ___ 94. — (Г)? $ 92min Ms (| st) = A? s ( x). (11.5)

где [ — заданное множество возможных значений цены L=

—=[Атип, Amal. Максимум гарантированного результата достигает-

ся при $; =".

Рассмотрим законы -согласованного управления при усло-

вии, что гипотеза (СВ), имеет место. В данном случае множество

A,(A, Si) содержит много планов и заранее неизвестно какой из

них будет назначен. Осторожная линия поведения заключается в

ориентации на самый неблагоприятный план. С учетом сказанно-

го, гарантированный результат {1-го предприятия будет опреде-

ляться выражением

фу (s)=min min и |, (11.6)
AGEL yA; (A, $) ar,

где A,(A, $:) определяется неравенством (11.3).

Из рис. 1.6 легко видеть, что если $: т, то минимум целевой

функции на множестве А; (4, S;) достигается при у: =А$1(1-
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+Wi—e), а если $;:=5гь то при y.=As,(I—Vl—e). Имеем, если
Siri

ФЕ (52) = Amin | (1 + УГ) si (1 + Vi—e | =
i

5} чи

2r;
= Bun (1+ VT=e) 5:1

d | ‚а fea = Mun (1 + УТ 5) (1 si + У1—э

OF г (5) убывающая функция $;. Если s;< г, TO
_ 1— Yi-

фу (S;) = УГ в) (1-4 у oY,
2r

< 0. Следовательно,

i

dq;=_= (УТ) (1-ма-Уг- 9) >0.
1

Следовательно, ©; ($) — возрастающая функция 5. Наконец, если
S:=1;, TO Фи (1) = ehinin r/2 и достигает максимальной величины.

Следовательно, 5: =F; для любого O<e<1! Вывод на первый
взгляд довольно неожиданный. Дело в том, что с уменьшением

Л 1 |
JS | ) 24 ---- 7

и | 244- — TamLis Lf |

ron 4. |2. —

249 | |
| | | | |
О | |

a to > и 1 Puc. 1.6

Ah, §,€) 2; A;(a,5;,6) 2

в, центр все в меньшей степени учитывает интересы предприятий.

Так, при ¢~0O центр гарантирует предприятиям только положи-

тельность прибыли (рентабельность производства), конечно, при

сообщении достоверных сведений. Оказывается этого достаточ-

но, чтобы гарантирующей стратегией предприятий была страте-

гия rf; В принципе можно в условиях согласования положить

e<0, что еще больше расширяет множество согласованных пла-

HOB, а значит, и возможности оптимизации центра. Однако в

этом случае гарантирующей будет любая, стратегия на отрезке

| 0 Or, 1— vine eT, причем при e<0 or, 1 2 <r, и, следо-

вательно, общение достоверных оценок уже не является га-

рантирующей стратегией.
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Упражнение 11.1. Докажите, что при 0 любая страт-

rua $:6[0, 2", (1—У1—е) /e] является гарантирующей. Чему равен
максимальный гарантированный результат?

Рассмотрим теперь случай сильных штрафов с позиций прин-

ципа гарантированного результата. Для законов в-согласованно-

го управления при гипотезе слабого влияния

8. 9.

ф! (s;) = =min min ly — И ‘| = minS;-
ASL yEA;(A,S;) 2s, PY

Таким образом, и в этом случае единственная гарантирующая

стратегия S; =.

$ 12. Стимулирование и соревнование

В заключение главы рассмотрим несколько иную постановку

задачи производства продукции. Примем, что цель центра — мак-

симизировать суммарный выпуск продукции. Планирование про-

исходит на основе встречного способа формирования данных,

причем предприятия сообщают непосредственно планы X; выпуска

продукции сверх основного задания (встречные планы), которые

и утверждаются центром. Как и ранее, предполагаем, что эти

планы будут выполнены. В распоряжении центра имеется фонд

материального поощрения М, который он распределяет между

предприятиями в зависимости от показателей их работы {x,}. Мы

рассмотрим два механизма распределения фонда — стимулиро-

вание и соревнование. Механизм стимулирования заключается в

распределении фонда прямо пропорционально X;, т. е. часть фон-

да Ф;(х), получаемая предприятием 1, равна

Ф, (x) = М, ге X= ль (12.1)
1

Механизм соревнования заключается в определении места,

занятого предприятием в соревновании и премировании в зави-

симости от занятого места. Целевая функция предприятия равна

f=, (x) —3,(%), (12.2)

где 3,(x;) — затраты Ha выпуск продукции %..

Проведем сначала сравнение стимулирования и соревнования

для случая линейных функций затрат.

Анализ механизма стимулирования. Пусть 3, (х;) = вх: (Ё,>0).

Целевая функция предприятия

x

Определим ситуацию равновесия (в смысле Нэша), предполагая
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‚ где К = > Ё. Имеем после несложных вычислений
i

ky

м (1— ie К (12.4)

Упражнение 12.1. Определите ситуацию равновесия для

случая произвольных Ry.

Таким образом, для рассматриваемого случая механизм сти-

мулирования обеспечивает выпуск продукции Xer = = ;

Анализ механизма соревнования. Место, занятое предприя-

тием в соревновании, определяется в зависимости от принятого

им плана x; Пусть x; упорядочены по убыванию (%,>%.>...

.—Х„). Тогда номер предприятия соответствует занятому им ме-

сту (для определенности считаем, что при х.‚=хХ., лучшее место

занимает предприятие с меньшим номером). Целевая функция

предприятия

hr =Ci—RyX1,

где с; премия за {1-е место. (Предполагаем, что Cy S>C.>...

>c,=0, a= м.) Сложность исследования механизма сорев-

нования в том, что равновесия Нэша в данном случае не суще-

ствует. Необходимо определить решение игры, исходя из разум-

ных гипотез о поведении предприятий. Примем kik, <...< Ry.

В этом случае предприятие с меньшим номером находится в луч-

ших условиях и, естественно, в устойчивой ситуации будет зани-

мать лучшее место. Приняв такое предположение о распределе-

нии мест, найдем устойчивые в некотором смысле планы х!. Оче-

ВИДНО; x, =0. Если хи <aCn-1/Rn, TO предприятию п выгодно,

приняв план ха <Xn<Cn-i/Rn, занять место n—!1 и увеличить
свой выигрыш (с„-.—А„х„ >0). Поэтому для устойчивого удержа-

ния (1—1) места предприятие (1—1) должно принять план

Хил =Cn-1/Rn. Ero выигрыш при этом

cy $ Г: >
[т = Cay — Рл-1Хп-1 = Cn-1 ( — р . = 0.

п

Аналогично для удержания места (п—2) предприятие (n—2)
должно принять план не менее |

. 1
Xn-2 = — Cn-nwa = TF Cros + r

n п-1

(Cn-2—Cn-1)

(если Xp-2< Хи, TO предприятие (n—1), приняв план х„-«
* В v

< х,-1 < Хи- займет место (п—2) и увеличит свой выигрыш).
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Продолжая таким образом, получим /

п

* А *
ж=У-Е, = и, x,=0, (12.5)

где Aj=Cj-.—¢;({j>2).

Ситуация х* является устойчивой в следующем смысле. Лю-

бому предприятию { невыгодно занимать более высокое место

(т. е. с меньшим номером), если остальные предприятия не ме-

няют своих планов. С другой стороны, принимая план меньше

X;, предприятие рискует потерять место i получить меньший
выигрыш.

Упражнение 12.1. Покажите, что х* единственная ситуа-

ция, устойчивая в вышеуказанном смысле, если все A; различны.

Принимая ситуацию равновесия х* за решение игры, оценим

суммарный выпуск =~

X*(, = Sut = > 3 a = 0-0. (12.6)
i=1 jam 2 i=]

Эта величина зависит OT м неизвестных центру. Для сравнения
с механизмом стимулирования оценим гарантированное значение

min i—1) 12.7)eye х ( (
п

при условии > k,=K, ky<k,<...<k,. Проверьте самостоятель-

но, что если (i—1)A; iA, (i==2+n—1), то минимум достигает-

ся при

А ки), ipl (12.8)
у VGA,

и равен

X*(A) = (3) И] | «= (12.9)
\i=2

Поставим задачу определить распределение премий {c,;} и,
следовательно, {A;}, при котором Х* (А) максимально.

Из условия 2 C¢;=M получаем 2 (i—1)A;—=M. Максимум

(12.9) при этом условии достигается, если (1—1) А.=М/и—1,
(12), и равен

„ _@-9М _Ми-1) 910
И. (12.10)
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Сравнивая (12.10) с (12.4) видим, что ‘механизм соревнования
эффективнее механизма стимулирования (при правильном выбо-

ре распределения премий).

Замечание 1. Оценка (12.10) достигается не только при

распределении премий (i—1)A;—=M/(n—1), а при любом, удов-
летворяющем условиям

(11) А; tAy,, t=2+n—1. (12.11)

K—k,
Действительно, в этом случае (12.7) достигается при k= 77

и равен (12.10).

Замечание 2. Анализ выражения (12.6) показывает, что

для любых Rk; оптимальное распределение премий А,=М, A;=0

([—=3--п) или с. =М, с.=0 (1=2--п), что обеспечивает выпуск

в ситуации равновесия М/Р.. Однако такое распределение премий

нецелесообразно, так как теряется массовость соревнования.

Из ограничений (12.11) легко получить условия, определяю-

щие оптимальные распределения премий

i

t‘—_—

Так, рассматривая (12.12) как равенства, получаем

м1 \
C= —, t=l—+n—l1, c,=0.

п—1 j

Пусть 3; (х:) =R3(x%,), (Е, <, ... <P), где 3(х:) — выпуклая
вниз функция (3 (0) =0). Обозначая 2;=3(%;) и повторяя преды-

дущие выводы, ‚ получим, что в ситуации равновесия

= i=1+(n—1), z,=0.
141

Обозначив He) функцию, обратную 3(x), определим выпуск в
ситуации равновесия

П-1 п A

X*(k, А) = 21) = Г].в9- 8-5 |
i=1 1 \ finn 7

Оценим гарантированное значение выпуска, считая А: 9:

ев Say). (12.13)
i=1 141

Поставим задачу определить распределение премий, макси-
п

мизирующее (12.13). Обозначив У A,;=u;(i=1-+-n—1),
141

п-1 п п

У ш= Ям (ПА =М, (12.14)
i=1 1 (+1
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получим задачу максимизации 28 (--ч) при условии (12.14) и
i

и>и.> ... > Un. Так как б— выпуклая вверх функция, то
М |

оптимальное решение 1; = г. Отсюда получаем оптимальное
И —

. Te M
распределение премий A,;=0 ({=2+n—l1), А, = г,

п —

М .
G=—, ti=lan—l. ch=0.

n—1

Гарантированный выпуск при этом

МX*=(n—1 (( )5 1

Если 3(х) — выпуклая вверх функция, то & — выпуклая вниз,

и, следовательно, оптимальное решение и, = М, и;=0, i=2—n—1.

Оптимальное распределение премий с. =М, с.=0, 1=2--п, а га-
. 4

рантированный выпуск продукции 55 м
9

Пример 1. Сравним механизмы соревнования и стимулирова-

ния для случая 3 (х) =x%, (a>1). Имеем для механизма сорев-

нования

1

* M а

Хо — n— | ’p= (ны)
а для механизма стимулирования

Хи=п (“ —1 М } Хсор _ ft =! ( nie )
мод ’ xt 2 Ам

ст

Максимум этого отношения при больших ИП достигается при

am er2,7. Заметим, что при малых И и больших & механизм сти-

мулирования может быть эффективнее, чем соревнование.



Глава II

ЦЕНТРАЛИЗАЦИЯ И ДЕЦЕНТРАЛИЗАЦИЯ

УПРАВЛЕНИЯ

$ 1. Степень централизации

Для рассматриваемой нами задачи производства продукции

функционирование активной системы полностью определяется

заданием способа формирования данных, системы стимулирова-

ния (целевых функций элементов) и процедур планирования и

ценообразования (закона управления). Совокупность этих трех

составляющих будем называть механизмом функционирования

системы. В этой главе рассматривается важная характеристика

механизма функционирования (точнее, одной из его составляю-

щих — системы стимулирования) — степень централизации. По-

вышение ответственности предприятий за выполнение планируе-

мых показателей естественно связать с повышением степени

централизации управления. Например, в задаче производства

продукции отсутствие санкций за отклонение реальных затрат от

планируемых, по существу, соответствует децентрализации

планирования затрат. Наоборот, сильные штрафы соответствуют

крайней степени централизации планирования затрат, так как

в этом случае реальные затраты совпадают с планируемыми.

Промежуточные случаи соответствуют частичной централизации

(децентрализации) планирования затрат. Пусть, например,

В (^, хь Zi, Wi) =Ax,—2,—B | w.—z,| , (1.1)

Случай В==0 соответствует полной децентрализации планирова-

ния затрат, а случай В = со —полной централизации.

Можно пойти дальше по пути децентрализации планирова-

ния, позволив предприятиям выпускать продукцию в количестве

у:52х; (либо перевыполнять, либо недовыполнять план). Запишем

целевую функцию предприятия, с учетом штрафов за отклонение

количества выпускаемой продукции от планируемого, в виде

[i(A, Хь уь 2 W:) Аа | x:— yy: —B| w.—2z, |. (1.2)

Полная децентрализация планирования соответствует случаю

—=В=0. При этом

f(a, Xiy Yiy 2 W;) =f, (A, У 2:) = AY; — 2. (1.3)

Наконец, можно ввести и децентрализацию управления, по-

зволив предприятиям самим устанавливать цену продукции со
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штрафами при отклонении этой цены от установленной центром.
Обозначив и: Цену продукции, установленную предприятием I,

запишем целевую функцию предприятия для этого случая:

Р (А, Wes Xs Уь Zi, Wi) = уг (А) >| x,—y, | —В | 2:—U, | ;
a, В, 0.

(1.4)

Полная децентрализация управления имеет место при а=В==

При этом

В (wis Yi, 21) =WYi—i, (1.5)

т. е. все параметры (и цена, и выпуск продукции, и затраты) вы-

бираются предприятием самостоятельно. Будем называть случай

полной децентрализации управления рыночной системой.

Совокупность f= {/;} целевых функций предприятий назовем

системой стимулирования. Рассмотрим две системы Ё и Ё вида

A RL
р _ ре

il
| A .

и
/\ f
ИИ
к

I

Y
0 _ > Puc. 2.1

(1.4) и пусть (у, а, Bi) < (ф», а», Bz). В этом случае будем гово-

рить, что система Ё имеет большую степень централизации, чем

Ё и обозначать РЁ. Если РЁ и РР, то системы имеют оди-

наковую степень централизации. Наконец, если #2 и РЁ, то

системы несравнимы по степени централизации. Аналогично мож-

но сравнивать по степени централизации механизмы функциони-

рования (или активные системы в целом) в зависимости от

степени централизации соответствующих систем стимулирова-

ния. Различные системы стимулирования вида (1.4) можно изо-

бразить геометрически (рис. 2.1) (т. С соответствует бесконечно

удаленной точке), Точка О соответствует рыночной системе,

т. А — системе с полной децентрализацией планирования, а

т. С — системе с полной централизацией управления. Системы,
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рассмотренные в главе |, располагаются на [ВС]. Любая «моно-

тонная» кривая, соединяющая т. О с т. С определяет некоторое

множество систем, упорядоченных по степени централизации.

$ 2. Анализ рыночной системы

В условиях рыночной системы не исключено, что > у:<Ю,
i

ИЛИ > у:>Ю. В первом случае центр ничего не может поделать,
i |

поскольку он никак не влияет на выпуск продукции. Во втором

случае он может не принимать избыток продукции. Например,

роль центра могут играть потребители, которые в первую очередь

будут брать продукцию, предлагаемую по минимальной цене.

Примем для определенности, что и! <и,<...«и„. Пусть. пред-

приятие А такое, что

k-1 k

Seti В < Ури,
i=1 i=1

Тогда последние Nn—F предприятий вынуждены снижать цену,

а первые R—1| будут повышать цены (при этом их прибыль будет

расти). Отсюда следует, что в равновесии установится единая ры-

ночная цена продукции, т. е. н=А*. Пусть и; <А выпуск i-ro
% a

предприятия при цене A* (очевидно, Y; <А*”:). Если И; <A*n,

то, установив цену pi=A*—e (в — малое положительное число),

предприятие { сможет реализовать продукцию в количестве

тп (А, A*r;) и получить дополнительную прибыль. Поэтому в

a 
* .

равновесии у; =^*г; и из условия >) у; =К находим

i=1

~ . г А

Заметим, что ситуация (A*, у*) не является равновесием Нэша,

поскольку любое предприятие может, установив цену pir>A*

при сохранении выпуска /*г‚ увеличить свою прибыль. Однако

при этом. остальные предприятия могут увеличить выпуск про-

дукции, установив цены A*<uj;< и что может привести к тому,

что продукция предприятия { не найдет сбыта. Поэтому при до-

статочно большом числе предприятий повышение цены сверх A*

нецелесообразно. В этом смысле ситуация (^”, и") является рав-

новесной. Таким образом, в равновесии выпуски продукции яв-

ляются оптимальными. Учтем влияние отдельной фирмы на ры-

ночную цену. Пусть фирма i установила цену A>A*. Тогда

остальные фирмы, устанавливая цены ^— (= — малое положи-
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тельное число), смогут реализовать продукцию в количествах

(A—e) 1; Аг, |5 а фирма i только R— >) А, = RAM, получая
154

прибыль

л(В—^Н) — (В—^Н).
i

Определяя максимум прибыли по A, получим

R R_¥
No = 7%,
НН, oH

В случае фирмы-монополиста (f,>>H;) устанавливается MOHO-

польная цена

Aue Ю/2Нь и 2 Ю—ЛиН 2 R/2, (2.2)

что совпадает с выводами, полученными при анализе случая

предприятия-монополиста в главе 153.

м Pa

Рис. 2.2

В предыдущем анализе мы не учли, что спрос на продукцию

падает при увеличении о А. Пусть, например, спрос — линей-

ная функция цены R(A) =Ю„—а, где Rm =R(I + =) что обеспе-

чивает R(A) =R при A=A= “un Найдем цену A’ из условия мак-
симума A[R (A) —АН!— > [R (A) —^АН:?.

Дифференцируя, noma
| RW) — 2A, —ah-+—— [RMI (a+ Hi.

Несложные вычисления приводят к следующему выражению для

60



цены:

=a)
4-1:

ri _ Rm @ +A)
a+-H\ (@+H)(a+H+r,) °

(a + H,) (2+ —)
i

Примем, что коэффициенты эффективности всех предприятий

равны между собой ";=r=A/n. Тогда

(14
No = Rn —

t Rin (a + H) Ют ni (a +. 7)

fap elfen pH] вы

_ Rm * п? (a No A)

(a + Hy —
График зависимости A’(m) приведен на рис. 2.2. Цену A/(1) в

случае одного предприятия назовем монопольной Ам

Ки (&--Н) R(a +H) (2.3)

a(&+2H) aH (%+2H) ` |

,

M

$ 3. Полная децентрализация планирования

В механизмах децентрализованного планирования предприя-

тия уже не имеют права самостоятельно устанавливать цену про-

дукции, но имеют право выпускать ее в любом количестве. Для

упрощения примем, что центр принимает от предприятий всю

произведенную продукцию, однако при отклонении общего коли-

чества от R в системе возникают потери, с учетом которых целе-

вая функция центра |

чу =У
i=1

Уи—В (8.1)
1—=1

1
5 И-М
п

где М>>0 достаточно большое число.

Как правило, цена в системах с полной децентрализацией
планирования определяется на основе адаптивного способа фор-

мирования данных. Простейшим является «управление по откло-

нению». Если в периоде Rk суммарный выпуск продукции
п

У Ya<R, то цена в следующем периоде увеличивается, а если

i=1
n

>) Ya>R, то уменьшается. Пусть, например,

i=1

Nes = No-- 4 [5 ро) роль a > 0,
i=1
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п

где Л, =А— У у» — дефицит продукции в периоде k (отрица-

i=1

тельный дефицит соответствует избытку продукции). Равновесие

при гипотезе слабого влияния определяется, очевидно, соотноше-
НИЯМИ

Уи=А, у*=Noг

ИЛИ

. Г ~ ~

и=- R=%, Mae RK,

Пусть A, цена в периоде R=O0. Исследуем вопрос о сходимости

последовательности цен {A,} к равновесию A, считая, что в перио-
де А предприятие { выпускает продукцию в количестве Али;

Ё

=aR 7 РА, B=1—aH.

Таким образом, последовательности {у»} сходятся к оптималь-

ным выпускам {х:}, и соответственно последовательность цен

{^»} сходится к цене 4. Чтобы гарантировать сходимость, доста-
точно положить a<2/nD.

Упражнение 3.1. Проведите анализ встречного способа

формирования данных /, ($) =R/S и покажите, что в системе без

штрафов s*==d — единственная ситуация равновесия. Исследуй-
те случай сильных штрафов.

_ Ситуация становится существенно сложнее, если предприя-

тие учитывает влияние выпуска Yi, на цену Agia, T. е. гипотеза сла-

бого влияния не имеет места. Мы договорились использовать в

этом случае представление целевой функции предприятия в виде

4 a 4
hyo S Yio +5) 8; [Pues vi , (3.2)

k=1

где 0<6,<1. Для однозначного определения у„ необходимо

устранить неопределенность, связанную с будущими значениями

{и}. Рассмотрим простейшую гипотезу: предприятие принимает

цену Ay за равновесную и в соответствии с этим определяет рав-

новесный выпуск у». Будем считать пару {\No, Yo} равновесием,

если >| Yo=R и последовательность {Ym=Yio, R2=0} обеспечи-
i |

вает максимум целевой функции (3.2) на множестве всех после-
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довательностей вида {Yn=—Yi, Ув=у 2—1}. Для таких последо-

вательностей целевая функция (3.2) примет вид

1 1
И М (ми, (3.3)

г ar,

6
где М; = т — степень дальновидности предприятия, А = No +

С:

+a (Е —2 Yio—ui| —=No— 9 (Yi—Yio). Дифференцируя (3.3) по yi,
15+

получаем

Y;
ho— —-— ON ii =0, И: = (No— а Мю) Г.

i

Tak как Yio — выпуск в ситуации равновесия, то Y;=Yin, и оконча-

тельно получаем

А,
Yin = a 1“ (3.4)

aN, +

|

Таким образом, выпуск У, однозначно определяется ценой No в

данном периоде.

Рассмотрим последовательность

A

Yik = : ra k>0.
aN; + ——

i

Имеем

No=В—У ув=В—No У (av, +4)
i=1 i=1 п

п 4 \-1

Mesa = NoNo | —a >) (aN) tar
i=1 d

Обозначим
п 4 -]

Q=> (aN) |
i=1 1

Тогда

Мы = No (1--aQ) +a.

Как было показано выше, если aQ<2, то для любого No—>0

lim Ав А = к (3.5)

r
i=1 1
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и, следовательно,

у: = (3.6)

Так как Q — убывающая функция Л! и возрастающая функция fi,
то Q<nD. Следовательно, достаточное условие сходимости

a<2/nD совпадает с условием сходимости при гипотезе слабого
ВЛИЯНИЯ.

Проведем анализ ситуации равновесия. Во-первых, >
(предполагаем, что No;>0, хотя бы для одного предприятия). Во-

s

вторых, выпуски {y;} {| B ситуации равновесия могут быть весь-

ма далекими от оптимальных. Так, например, если для всех { —
*

а М:" > 1, то у; ~1/N; и вообще He зависит от коэффициентов

эффективности г;. Более того, если No, — г; (т. е. более эффектив-

ное предприятие является и более дальновидным), то y; ~ Ин
обратно пропорционально fi, а не прямо пропорционально, как в

оптимальном плане. Интересно провести анализ монопольного

эффекта в данном случае. Пусть aNii<1 для t=1+(n—1), а

а М „г, > 1, aN,H,>1. Тогда

Ш R R
——ы

i

.. 4 “1 4

py (м т =) Ay + aN
1 п1

R

H—r
n

— К —

A,

и если г, >Н»„, то A*>>A,. Заметим, что проявление монопольного

эффекта в данном случае тесно связано с дальновидностью пред-

приятия-монополиста. Действительно, если ON.;<1 для всех

предприятий, то A* ^^ Ю/Н==^, независимо от того, имеется в сн-

стеме монополист или нет. Если аМNo7:»1 для всех предприятий,

то

aR ~
No = т => А

Я.
i {

и также не зависит от наличия в системе предприятия-монополи-

ста. Наконец, если Р некоторое множество предприятий, кото-

рые являются «очень дальновидными» (МNo,г; > [, (ЕР), а осталь-

ные — недальновидными (ANii<1, ЕЕР), то

* R 4 \-1

= — м=(> м. ‚=>, г.
oN +H—H, ЕР 1 {ЕР

3

Если при этом aN,(H—H,) >> 1, то At —
~~ "9
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Парадокс дальновидности. Наличие «очень дальновидного»

предприятия в системе приводит к интересному парадоксу. Дей-

ствительно, пусть о«/МNo„г„. 1, «МН, >Ю, aNui<1, i=1+(n—1).

Тогда, как было показано выше,

. . a 1 . * :

war y= a= MIn~o ya ar, ttn.
A, 1 aN, 1

aN,+— aN, + —
Ги г)

Получается парадоксальная ситуация. Дальновидное предприя-

тие фактически не выпускает продукции, и его прибыль равна 0,

в то время как недальновидные предприятия получают вполне

реальную прибыль г: (^^) */2 в каждом периоде функционирования.

Этот парадокс показывает, что «отказывать себе сегодня во всем»

столь же неразумно, как и «жить только сегодняшним днем».

Можно предложить много других способов установления це-

ны, также основанных на адаптивном способе формирования дан-

ных. Пусть, например, центр предполагает, что предприятия дей-

ствуют в периоде ^ исходя из гипотезы слабого влияния. Тогда,

очевидно, ук=А»Г; и центр может определить $; += И/Аь,

2 St k+l > Fike
[ i

‘

Закон ценообразования (3.7) интересен тем, что если предприя-

тия действительно придерживаются гипотезы слабого влияния,

то сходимость в ситуацию равновесия A*=A обеспечивается за

один период независимо от начальной цены Ay. Проведем анализ

ситуации равновесия при учете дальновидности предприятий. Бу-
дем по-прежнему считать, что предприятия выбирают величину

Yio, предполагая цену A, равновесной. Подставляя в целевую

функцию (3.3) закон ценообразования (3.7), получаем

1 2 No К 1 2
Aoi ———- y+ N о иot Dr, Yi + | Ши) Yio Or, Yio

[здесь мы воспользовались тем, что > Yo=R). Дифференцируя
| i

по Y;, получаем

N Y; hoRY iN;

° Г, [R+ (4, — Yio)

Наконец, из условия Y;=Yio, получаем выпуск Yi предприятия #
при цене Ag

Yio = Ko
io 1 й М, . |

г, R
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Таким образом, цена Agi определяется выражением

мые) =)
Г, R п}

Сходимость последовательности {A,} в данном случае обеспечи-

вается, если >, М:>1. Для одинаковых предприятий, т. е.
[

r;=r, М, =М для всех 1, имеем

Ma = +i, .
гп п

Сходимость последовательности {A,} в данном случае обеспечена

при n>N, т. е. если число предприятий больше степени дально-

видности каждого предприятия (заметим, что такое условие до-

статочно трудно проверить, поскольку степени дальновидности

предприятий центру неизвестны).

Равновесная цена

4° = —_* —~_k 71
ra (1——} м м“

n n

>i,

В целом следует признать закон ценообразования (3.7) неудач-

ным, несмотря на его эффективность при гипотезе слабого влия-

НИЯ.

$ 4. Оптимальность систем с полной централизацией

управления

Рассмотрим произвольную целевую функцию центра

Ф (А, х, М, у, 2) и целевые функции предприятий вида (1.4).

Обозначим

фи (A, Xi, 71) = AX; — Зихь 11),

T(r) множество пар (^", xX") таких, что У, Х =Ки
i

Ф: (\", хг, п) = тах, (No, хь Г, (4.2)
x

T(A’, г) — множество х” таких, что (A*, х’) ЕТ(г), L*(r) — мно-
жество Л" таких, что T(A*, г) == ©. |

‚Проведем сравнение систем с различной степенью централи-

зации для этой модели (предполагаем, что решается задача на

максимум Ф (/^, x, М, у, 2)).
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Для рыночной системы (т. 0 на рис. 2.1) будем считать,

что в равновесии устанавливается единая цена А” продукции, а

выпуски Y; предприятий обеспечивают максимум их целевых

функций при этой цене. Тогда Т(г) является множеством ситуа-

ций равновесия, и гарантированное значение целевой функции

центра равно

Фрын = min WV (NoNo, у, г): (4.3)
(у*,^*)ЕТ(г)

Для систем с полной децентрализацией планирования (т. А

на рис. 2.1) примем в качестве решения игры равновесие при

гипотезе (СВ). В этом случае T(r) также является множеством

ситуаций равновесия. Однако, поскольку центр устанавливает

цену A, то он может обеспечить гарантированное значение це-

левой функции

Фрын < Фик max min (No, у, г) (4.4)
^*ЕЕГ.*(г) уУ*ЕЕТ(А*,Г)

(верхняя оценка достигается, например, если Ц имеет достовер-

ную информацию).

Рассмотрим систему с частичной централизацией планиро-

вания, когда выпуск продукции планируется, и реализация у

совпадает с планом х, а затраты 2 не планируются (т. В на
рис. 2.1). В гл. 1 § 7 была доказана оптимальность закона ОУ
на множестве С'. Напоминаем, что к множеству G* принадле-
жат законы управления, для которых условия равновесия при

гипотезе слабого влияния имеют вид (4.2). Заметим теперь, что

множество возможных ситуаций равновесия для законов из G*
совпадает с множеством Т(г). Закон ОУ обеспечивает значение

целевой функции центра

Ф= max W(A*,x*,r). (4.5)
(A*,x*)ET(r)

Сравнивая (4.5) с (4.4) и (4.3), легко видеть, что закон ОУ

обеспечивает эффективность функционирования системы более

высокую, чем любой закон ценообразования в системах с

полной децентрализацией планирования и тем более, чем эф-

фективность рыночной системы. Будем увеличивать степень

централизации системы. Интуитивно представляется естествен-

ным, что если для закона л ситуация равновесия при гипотезе

слабого влияния $'=г (в равновесии сообщается достоверная

информация), то при увеличении степени централизации S ==Г

будет оставаться по-прежнему ситуацией равновесия. Докажем

этот факт строго. Обозначим G*(f) множество законов управ-

ления при системе стимулирования f ‘таких, что для любого

леЕС^ (Г) $"=г ситуация равновесия и у*==х*.

Теорема 2.1. Пусть ле Сл (й). Если РИ, то w= G*(F?).

Доказательство. Пусть $== (Га, Га, ..., Tina, Sty Гчль +.» Га).
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Тогда

Фи (A, х ($), п) < @} (No, х:(г), 72),

так как S*==f ситуация равновесия. Далее, так как #1, то

ФР (M, х ($), 71) < ФЕ (М, x: (s), 1).

Наконец, замечая, что фг (^", х:(г), ri) =F (А, x: (Г), r), полу-
чаем

p? (A*, x; ($), 71) <9? (NoNo, хи (г), 72),
что и означает, что $*==г — ситуация равновесия при системе

стимулирования Р. Теорема доказана.

Таким образом, множество OND любой системы f является

подмножеством множества G*(f,,) системы с полной централи-

зацией управления (т. е. и ценообразования, и планирования).
Рассмотрим множество G"? законов управления таких, что для

любого закона леС"Р функции 0.($) =:(А, х:($), Si) являются

строго возрастающими по S; (прогрессивные законы). В систе-

ме с полной централизацией управления, очевидно для любого

закона m@G"", единственная ситуация равновесия $°’=г. Сле-
довательно, G"’G"(f,,). Заметим также, что закон ОУ при-
надлежит G*(f) в любой системе. Покажем, что закон ОУ при-

надлежит множеству С“? в системе с полной централизацией
управления. Действительно, если $1 >52, то

Q; (A, X(s*), 5) <Q; (A, x; (5°), Si)< @; (A, x; ($1), 5).

Строгое неравенство в этой цепочке следует из того, что Gi—

строго убывающая функция затрат 3;(%, г:), а последние явля-

ются строго убывающими функциями коэффициентов эффектив-

ности г;. Второе неравенство в цепочке следует из условий со-

вершенного согласования. Таким ‘образом, гарантированное

значение целевой функции в системах с полной централизацией

управления O,, для оптимального прогрессивного закона

управления не меньше чем, для закона ОУ, т. е. Фи, SO, >

—> Фдек > Фьры,. Отсюда следуют аналогичные неравенства для

критерия эффективности К. Механизм функционирования бу-

дем’ называть прогрессивным, если прогрессивным является за-

кон управления. Содержательный смысл условий строгого воз-

растания целевых функций ф: (А, х:($), S;) по $, довольно очеви-

ден. Пусть предприятие { увеличивает эффективность S; до

чекоторой величины $:>5:. Ясно, что в соответствии с принци-

пом «большая плата за большой труд» целевая функция пред-

приятия должна возрасти. Таким образом, условие строгого

возрастания функций @; по 5; является естественным и необхо:

димым требованием к любой справедливой системе оплаты.

Если рассматривать только прогрессивные механизмы, то по-

лученные выше результаты можно сформулировать следующим
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образом: оптимальный механизм функционирования существу-

ет на множестве механизмов с полной централизацией управле-

ния. На практике, однако, системы с полной централизацией
управления могут быть недопустимы по тем или иным сообра-

жениям (ограничения на величину штрафов, или ограничения

на число планируемых параметров и т. д.). В этом случае воз-

никают сложные задачи определения оптимальных механизмов

на множестве систем с частичной централизацией управления.

Следует также заметить, что вывод об эффективности систем с

полной централизацией управления (ценообразования и плани-

рования) получен при условии, что затраты на управление

(сбор данных, решение соответствующих задач принятия реше-

ний, осуществление контроля и применение экономических

санкций) не учитываются. Ясно, что чем больше степень цент-

рализации управления, тем больше и затраты на осуществление

этого управления. В рыночных системах затраты на управле“

ние минимальны (центр только наблюдает), в системах с пол-

ной централизацией управления — максимальны. С учетом за-

трат на управление оптимальным механизмом функционирова-

ния может быть уже некоторый частично централизованный

механизм. |



Глава II]

ЗАДАЧИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСОВ

Анализ задачи производства продукции, подробно проведен-

‚ный в предыдущих главах, показал, что чем больше степень
централизации в системе, тем больше эффективность ее функ-

‘ционирования. Поэтому в дальнейшем мы будем рассматривать
только системы централизованного планирования (т. е. системы

с полной централизацией управления A и частичной или полной

централизацией планирования). Рассматриваемые в этой главе
задачи распределения ресурсов в содержательном смысле от-

ражают самые разные экономические ситуации. (распределе-

ние капиталовложений, планирование научно-исследователь-

ских работ, ‘реализация сложного проекта, ремонт оборудова-

ния ит. д.). Мы постараемся решить задачу определения опти-

мального механизма функционирования, используя приемы и

результаты предыдущих глав, а также нашу интуицию. |

$ 1. Распределение сырья

Рассмотрим активную систему, состоящую из центра, в рас-

поряжении которого имеется некоторое количество сырьевого

ресурса К, и п активных элементов (предприятий). Обозначим

х. количество ресурса, получаемого предприятием + 2;,— доход,

получаемый предприятием при использовании ресурсов xX (на-

пример, объем произведенной продукции в денежном выраже-

нии). Задача центра — распределить ресурс К между предприя-

тиями так, чтобы суммарный доход в системе был максимален:
„ |

9(z)= 5) 2; > max, (1.1)

i=1

ix

_ Примем, что доход от использования ресурсов 2; не MpeBbl-

шает некоторой величины Э,;(х!), определяемой техническим

уровнем производства

2.< 9, (хм) = 21; Ух. (1.3)

‚ Как и в задаче производства продукции, центр не знает ко-
эффициентов эффективности {r;} предприятий, а знает только
границы [d, 0] их возможных значений.
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Для определения оптимального решения выпишем функцию

Лагранжа

{=71 1=1

Дифференцируя (1.4) по x, получаем

~ Г

Хх! —= —,
72

4 п or
г > r;=R, А в. . (1.5)

Возьмем в качестве целевых функций предприятий прибыль,

получаемую от использования ресурсов

ПХ, Xi, а) =%i— Axi, | / (1.6)

где A — цена ресурса.

Рассмотрим закон ОУ при встречном способе формирования

данных. Условия совершенного согласования

= (2s; Vx,—hx) =—-—1=0 (1.7)
rf Ух

вместе с ограничением (1.2) однозначно определяют закон ОУ
Vena

п.

d
“()=—, ($) = =. (1.8)

Подставляя в целевую функцию предприятия, получаем

1%. ($), хе ($), 21(8)] = Рив) = = ==
Выпишем уравнения для определения точки Нэша

2 _ 4 з 2__ 2 __ - 2 2 |
0; (и) => Si, 0; => 8] =>) Sj —S;. (1.9)

[At 1—1

Так как d<s;<D, то при n—-oo имеем

s? D3
lim (r;—s;) =lim —— < lim =0

по 207 A100 (n —1) 4?
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Таким образом, при достаточно большом числе предприятий

сообщаемые оценки {5;} будут близки к достоверным {ri}, а

распределение ресурсов {х’} — к оптимальному {x}. Если чис-

ло предприятий мало, то можно применить приемы, которые мы

рассмотрели в главе [ (нормирование целевых функций, диф-
ференцированные цены, обобщенные оценки и, наконец, силь-

ные штрафы).
Упражнение 1.1. Покажите, что при нормировании целе-

вых функций (гл. | $ 3) $*=г — единственная ситуация равно-

весия при любом числе предприятий п>2.

Упражнение 1.2. Выпишите условия равновесия для

закона управления с обобщенными оценками (гл. 1 $ 3)
ed

n

яя п
— — {=1 —м = a2 9 А, = R ? y= > 1157.

j=1

При каких условиях Ha матрицу О=|9.| план x* в ситуации

равновесия близок к х при любом числе п>2 предприятий?
Рассмотрим более подробно случай дифференцированных

цен

аа 2
wa YEE, a, = —~,

R 2x,

o? а? — а? |ани у аут у ЧА,
где d<a,<D— реальная эффективность работы предприятия UL.

Закон ОУ в данном случае совпадает с (1.8), поскольку совпа-

дают функции предпочтения Ni (Л, хь Si) =2$/х.—Ахь. Учитывая,

что 0:;($) не зависит от $: получаем в ситуации равновесия

$“ =04

А = a _. (1.10)

Покажем, что /;— строго возрастающая функция а:

23 2a, (x “i)— a? 2a, (x “i ++ a?

An _ 1 — lal! 0
R Oa a\°/s */s |

VR 0%, (2 “i (> “i
7. ]

Таким образом, QF; и, следовательно, 5:'=7; при любом числе
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предприятий п=| и при любых d<r;<D. В отличие от задачи

производства продукции в данном случае монопольные эффек-

ты отсутствуют, поскольку $’=а==г даже в случае одного пред-

приятия.

Полученный результат справедлив и для случая сильных

штрафов. Действительно, в этом случае 5: =@:, и целевая функ-

ция предприятия { будет иметь вид (1.10). Строгая монотон-

ность целевых функций предприятий сохраняется при Л! ($) =
—/^ ($), l<y<2, так как

2 Г „9
а .

= =2—¥) =

остается строго возрастающей функцией a; при p<2.

Упражнение 1.3. Рассмотрите адаптивный способ форми-

рования данных

1+1 == = г.
Zik

2V Xn

Определяя решение игры так же, как при анализе адаптивного

способа в задаче производства продукции (гл. | $ 3), покажи-

те, что $"=г — единственная ситуация равновесия для любого

числа предприятий.

Как и для задачи производства продукции, можно рассмот-

реть более общую задачу с произвольной целевой функцией

Ф\(х, 2) центра и произвольными функциями дохода Э;(хь г.).

При определенных условиях для функций {Э:(хь г;)} и закона

управления л($) можно доказать теоремы о слабом влиянии,

квазиинвариантности законов согласованного управления, ана-

логичные теоремам 1.1 и 1.2 гл. 1 $ 6. Предполагая гипотезу

(CB),, можно получить соответствующие утверждения об инва-

риантности законов управления и оптимальности законов ОУ

(гл. 1 § 5) ит. д. Рассуждения и формальные выкладки почти

полностью аналогичны соответствующим выкладкам для зада-

чи производства продукции. Поэтому предоставляем читателям

рассмотреть указанные обобщения задачи распределения сырья

самостоятельно в качестве упражнений.

1A

§ 2. Управление сложным проектом

Следующая задача распределения ресурсов, которую мы

рассмотрим, связана с финансированием сложного проекта.

В осуществлении проекта участвуют несколько организаций,

каждая из которых отвечает за реализацию определенной ча-

сти проекта, которую будем называть операцией. Некоторые

операции можно начинать только после завершения других.

Такие зависимости удобно изображать в виде графа, вершины

которого соответствуют отдельным операциям проекта, а дуги

i 
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отражают зависимости между ними (вершины i, | соединены

дугой (i, 7), если и только если операцию jf нельзя начинать,

пока не закончена операция i). Такой граф называется сетью

или сетевым графиком. Обозначим х; количество ресурсов, вы-

деленное для выполнения {-й операции (и, следовательно, выде-

ленное организации #). При заданном количестве ресурсов опе-

рация { может быть выполнена за время & не меньшее опреде-

ленной величины т:(х;). Мы примем, что т:(х:) = Их, где Wi—

объем {1-й операции, t;>W,/x;, Задача заключается в распреде-

лении ограниченных средств R таким образом, чтобы проект

был реализован за минимальное время. Как и в предыдущих

задачах, будем считать, что центр (например, головная органи-

зация, ответственная за проект в целом) знает только границы

(4, В] объемов операций, в то время как отдельные исполните-

ли (организации) знают соответствующие объемы точно. Будем

анализировать только встречный способ формирования данных.

Начнем исследование с простейшего случая, когда проект пред-
ставляет совокупность независимых операций. Очевидно, в этом

случае продолжительность Г проекта определяется максималь-

ной продолжительностью операции

1

Определим оптимальное решение задачи

у, ;
max — —— min, (2.2)
LX,

п

Очевидно, в оптимальном решении все операции заканчивают-

ся одновременно, поэтому

У ~ ~ W У,

ИТ, ИЕ, (2.4)
x, T > и,

/

~ У. п

Taz ИУ, (2.5)

Вид оптимального решения подсказывает нам и форму целевых

функций организаций. Действительно, запишем выражение

(2.4) в виде

yw?

T?—_—+=0,
2

x;
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Заметив, что это условие является необходимым и достаточ-

ным условием минимума по x, функции

2
W

Tx; + —
i

)

ы

возьмем в качестве целевых функций организаций

Организация стремится к минимизации этой величины, что в со-

держательном смысле соответствует стимулированию уменьше-

ния продолжительности Ё операции и снижению затрат x; на ее

выполнение. Рассмотрим теперь закон ОУ

ж=з/\ No=5/Ю, $8=У8, (2.7)

i

где {5:} — оценки объемов операций, сообщаемые организация-
ми. Подставляя (2.7) в (2.6) и учитывая, что #= Их, полу-

чаем

D; ($) = No ($) x; (s) + И; ———=А (5,4 7h) = — (s+ .
x; (s) 57 R S;

(2.8)

Выпишем уравнения для определения точки Нэша

и
—— 0;= 2$, = у, Sj. (2.9)

2

i 17+

Легко видеть, что

С Qs 2D
lim { —+—1 |=lim — < lim —*+ =0,
n—co 5} n—-oo 0; noo у а.

j

15

Следовательно, при достаточно большом числе организаций

5" А W; и распределение ресурсов в ситуации равновесия близ-

ко к оптимальному х. При малом числе организаций-соисполни-

телей применяем уже известные нам приемы — нормирование

целевых функций, установление дифференцированных по орга-

низациям управлений /„, введение сильных штрафов и T. д.

Предоставляем читателям провести соответствующие исследо-

вания самостоятельно. |

Пусть проект представляет собой последовательную цепоч-

ку операций. Примером может служить разработка новой тех-

ники (цикл «исследование — производство»), включающая на-

учные исследования в НИИ, опытную разработку в ОКБ и

серийный выпуск на предприятии. В данном случае продолжи-

тельность проекта равна сумме продолжительностей операций.
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Решая ey

T= 3~ sb min, yx
[==1

4

получаем оптимальное решение

р," Зуй
Обозначая A=YW,/R, запишем (2.10) в виде

Hho.
2

x;

"(> Ут (2.10)

Замечая, что это условие является необходимым и достаточным

условием минимума по х; функции

р У,
NoМж-- у

x;

возьмем в качестве целевых функций организаций |

(No хь В) = Vath, (2.11)

Такой вид целевых функций стимулирует снижение затрат и

времени выполнения операции, как и в случае независимых

операций. Однако в отличие от (2.6) множитель W, перед ft;

отсутствует. Закон ОУ для целевых функций (2.11) с учетом

#— W,/x; будет иметь вид

_ Vs;
„У 44

А,
a 2.12; (2.12)

Подставляя (2.12) в целевую функцию (2.11), получим
7 -

D,(s) = (Vat ve) =— ( Уз) [уз bye)Vs,/ К 2 у
Система уравнений для определения точки Нэша

W —

[+ я=2УЯ, => Уз. (2.13)
5 [Ai

Условие слабого влияния в данном случае также имеет место,

и поэтому при достаточно большом числе организаций $: = No,

x,"==x,(s") ~ x, При малом числе организаций действуем ана-

логично случаю независимых операций. Заметим, что в случае

сильных штрафов целевая функция является строго возрастаю-
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Рис. 3.1,

Рис. 3.2

@ Рис. 3.3 .

щей по $; как в случае независимых операций, так и в случае

последовательных операций. Это обеспечивает сообщение до-

стоверной информации в ситуации равновесия при любом числе

организаций и любых объемах операций.

Итак, для проектов частного вида нам удалось решить зада-

чу построения эффективного механизма функционирования.

Перейдем к исследованию более сложных случаев. Пусть сете-

вой график проекта имеет последовательно-параллельную

структуру (рис. 3.1). Такую структуру путем последовательного

агрегирования операций можно свести либо к последовательно-

му, Либо к параллельному виду, т. е. к проекту с независимыми,

либо с последовательными операциями. При этом, если объеди-

няются параллельные (независимые) операции, то объем агре-

гированной операции равен сумме объемов отдельных операций.

Так, для сети рис. 3.1 можно объединить операции 5 и 6, заме-

HHB HX агрегированной операцией 11| объема W,,—=W,+ W,.

Аналогично W,.=W,+W, (рис. 3.2). Теперь объединяем после-

довательные операции 2, 4, 12, заменяя их операцией 13 объема

И := (УЙ,,-+У, +7.) *. Операции 3, 11, 9 заменяем операци-

ей 14 объема И! = (У, Уи +)? (рис. 3.3).
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Объединяя операции 13 и 14 в одну операцию 15 объёма

И, =, -+ Ив, получаем проект из последовательных x оперйций

1, 15и 10 суммарного объема No, = (У, У, -+У,.)*. 'Про-
цедуру планирования проводим в атом порядке. Сначала
распределяем ресурс К между последовательными операциями
1, 15 и 10 (при планировании, очевидно, вместо объемов опера-

ций W, подставляем соответствующие оценки $5;):

Vs V sis Уз=R, 15 те — 10 р

Далее ресурс х.; распределяем между независимыми операция-

ми 13 un 14:

Ат = 15 —

__ 813 _ 814
X13 —=-^ X45, Xy=H—R.

516 515

Продолжая процесс дезагрегирования, получаем

Хх. = V2 x 4= x w= V2 i2 — 13, — 13, — ~~ “48,5

511— в Уи я — „И“ Laas Vi wuss
$7 4

== Xy, = Хи, Же хи, ЖЕ Хы
и 511 512 512

Теперь легко выписать закон планирования х($) в явном виде.
Например,

x, ($) = 58 (Уз + Уз Уз - - Ss) x

V s7 + 3° У (V set Уза-- Уз - 58-Е (У 3+ У So +V 5-55)
1

х — М М

Уз + V S10 + V (Vse+V sat У 51-58 --(У S3+-V Sot У 55 - Se)?

Как видите, явная запизь закона планирования получилась до-

вольно громоздкой. Для того чтобы сообщаемые оценки объе-
мов операций были достоверными, рассмотрим иерархическую

процедуру распределения фонда материального поощрения Ф.

Сначала фонд распределяем между операциями 1, 10 и агреги-

рованной операцией 15. Поскольку эти операции образуют по-
следовательную цепочку, то целевые функции имеют вид (2.11).

В частности, для агрегированной операции 15 |=

‚> И, /Х 15. У всех исполнителей части проекта, соответствую-

щей агрегированной операции 15, имеется общая цель — выпол-

НИТЬ операцию 15 за минимальное время, в соответствии с ко-

торой В, = Й,:/Хн5. Тогда часть фонда материального поощре-
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НИЯ, получаемая исполнителями и регированной операции 15,

‘\ . —1

Ф‚5 = р

Максимум Ф,, достигается при $1 = W,;. Таким образом, общая

цель всех организаций-соисполнителей агрегированной опера-

ции 15 сообщить достоверное значение W,;. Далее фонд D,;
распределяется между эперациями 13 и 14. Так как операции

1Зи 14 являются незаписимыми, то в данном случае берем в

качестве целевых функций выражение (2.6). Например, для

операции 13 |1; =А^х.:-+ Wists. Как и в предыдущем случае, об-

щая цель организаций, участвующих в операции 13 — миними-

зировать ее продолжительность #:= W,;3/xX13. Фонд D,3, получае-

мый соисполнителями окерации 13

—1

Sig Г 5
Фи = 13

Wis \ Wi \
$13 + S19 + | $14 + Sha .

максимален при сообщении достоверной оценки объема агреги-

рованной операции 13.

Продолжая процесс деления фонда, мы определим фонд OD;

для каждой организации. Рассмотрим последний шаг этого

процесса. Пусть определен общий фонд D,, организаций 5 и 6,

которые являются соисполнителями агрегированной опера-

ции 11. Часть фонда, получаемая например, операцией 5, равна

We \-1

Ё 4- Sp
( у: \-1 У \ 1

(4) + Ё +]

и максимальна при 5$, = ,. Таким образом, максимум фонда

Ф; каждой организации достигается при сообщении ею досто-

верной оценки объема соответствующей операции. Но при этом

оказываются достоверными и все оценки объемов агрегирован-

ных операций! Следовательно, единственной равновесной стра-

тегией для всех организаций является сообщение достоверных

объемов операций (при этом распределение ресурсов по опера-

циям будет оптимальным).

Рассмотренный пример интересен тем, что, по существу, мы

ввели иерархическую структуру управления в системе. Дей-
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ствительно, центру достаточно получать оценки объемов опера-

ций |, 1 и агрегированной операции 15 (например, от органи-

зации, назначенной головной по части проекта, соответствую-

щей операции 15). На. основе полученных оценок он распределя-

ет ресурсы А только между этими операциями. Распределение

ресурсов х! производит уже головная организация между орга-

низациями, ответственными за операции 13 и 14 ит. д. Иерар-

хическая структура системы показана на рис. 3.4. После завер-

шения проекта центр распределяет фонд Ф также только меж-

ду головными организациями, ответственными за операции 1,

15 и 10. А эти организации уже сами распределяют фонд между

соисполнителями соответствующих частей проекта и т. д.

хх OF Puc. 34

Рассмотрим еще один пример. Пусть операции проекта не-

зависимы, и для каждой операции задан директивный срок Г;

ее завершения. В этом случае критерием, определяющим каче-

ство плана, может служить максимальное отклонение от дирек-

тивных сроков

max (¢; —T;) => min, (2.14)
t

либо максимальное относительное отклонение.

t,
max ——-> min. (2.15)

i Г, |

Рассмотрим, например, критерий (2.14). Решая задачу

WV, ‘\ n
——T;|—> mj Vy —

max i} > min, Ух; =В,(oT) ean, Bkx;

80



получаем оптимальное решение

~ W
x;=—_ , (2.16)

АТ,

где A определяется из уравнения

п

i = В.
jar TT;

Замечая, что условия (2.16) являются необходимыми и доста-

точными условиями минимума функций

2

Wi;
(A+ Тех: + ;

x;

возьмем в качестве целевых функций организаций

F(A, Xi, Us) = (АТ Wid. (2.17)

В этом случае закон открытого управления

— 
2.х: ($) = хат. (2.18)

где A(S) определяется как решение уравнения

п

У =К. (2.19)
i=1 A + Г

В данном случае нам не удалось выписать закон A(S) в явном

виде. Подставляя закон (2.18), (2.19) в целевую функцию

(2.17), получим
W?

D; ($) = [A ($) + ТИ (s, + i) ;
|

Система уравнений для определения точки Нэша

Cees (+)57 Os, 51

Для определения 9^/05:, muppenennioes тождество (2.19)

n S: -1

р ___1 On _ у Sj | |

1—1

Окончательно получаем

У; и 7 WV,

51 (A + T;) = АТ) 5,
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Докажем, что в данном случае условие слабого влияния также

имеет место, т. е. |
n —1

. 1 5,
lim ! — 0п-ьоо (A + Тр? b (АТ,

j=1

—

Действительно, пусть Г==тах Г: < со. Тогда
i,

ы 5} па rid .
— _—_ А, > — — А, —R Ee ae ee a lim оо,

2

= Шт |; si = ©.
jar FTP nro F .

Таким образом, при достаточно большом числе организаций

$1 А Wi, и распределение ресурсов близко к оптимальному.

При малом числе организаций в ситуации равновесия

$’> И, т. е. существует тенденция к завышению оценок объе-

мов работ (что приводит к уменьшению A). Поможет ли в этом

случае нормирование целевых функций? Ограничимся исследо-

ванием случая двух организаций. Пусть Ф — общий фонд мате-
риального поощрения. Тогда фонды материального поощрения

организаций соответственно равны

Wi
(АТ, (+ ]®

1

т, = w? w2\ °
a+r) (+ нить (++)1

Sy 2

У,
(A + Т.) so Ф

2

Ф, — 2 i
1 2(A + T)) Ё +) + (A + Т.) Ё + и

1 2

Дифференцируя логарифмы этих выражений, получим условия

равновесия

‚No ‚_ No

я Ok пы OT
у! Os, (A+ 7,) (А + Т.) Ws OSs, (A + Тз) (A + Т,)
a Saf

1 2

Учитывая (2.20), приведем эти условия к виду

ALT, eee — Г. — То | $1 4 5а No
у, 5 (A+ Ту (A+ 72) (А +71)? + ТЬ

$ ---
51
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АТ, (,_ No т. —Т, of Г
ХТ) АТ. ||уу я | МЕТ А-Т,

5 + —
52

Наконец, складывая эти два уравнения, получим

о (5:— ,) + Oe (S.—W,) =0, (2.21)

где

W W

(4 + T)) (1 +) (+7) (1+)
а, = — 1-`>0, a= 2-`>0.

~~

st Ww? 4 Ww?

Заметим, что если 7,<T2, To Sy°<W4, $›^> И, а если Г,>Гь., то

s,°>W,, s.*<W,. Наконец, при Г.=Т», $:'=,, 5..=,. Таким
образом, при нормировании целевых функций тенденция к за-

вышению оценок объемов операций всеми организациями исче-

зает. Можно сказать, что в среднем сообщаются достоверные

оценки объемов работ, так как взвешенная (с положительными

весами) сумма отклонений равна 0 (условие (2.21)).

Упражнение 2.1. Проведите исследование ситуаций рав-

новесия для случая п организаций. Будут ли иметь место усло-

вия «достоверности в среднем», аналогичные (2.21)? В каком

случае $" =\\ — единственная ситуация равновесия?

Упражнение 2.2. Рассмотрите задачу с критерием эффек-

тивности (2.15).



Глава [У

ЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ

\

В этой главе мы рассмотрим три задачи: выпуск продукции

в заданном отношении, планирование выпуска новых приборов

и назначение проектов. Все задачи описываются линейными

моделями. Учитывая широкую популярность липейных моделей

оптимального планирования в экономико-математической лите-

ратуре, весьма важно рассмотреть специфические особенности

функционирования систем, описываемых линейными моделями,

с позиций теории активных систем.

$ 1. Выпуск продукции в заданном отношении

Рассмотрим систему, состоящую из Центра и п элементов

(предприятий), каждый из которых может выпускать продук-

цию M различных видов. Обозначим Т — продолжительность

планируемого периода, х‚— продолжительность работы пред-

приятия ¢ по выпуску продукции вида |, г/— максимальный вы-

пуск продукции /-го вида предприятием i за единицу времени

(реальный выпуск может быть меньше этого максимального при

плохой организации производства, наличии простоев оборудо-

вания и т. д.). При заданном плане x= {х,} продукции вида |

будет выпущено 2,— У ‚хи. Поставим задачу определить план
i

выпуска, обеспечивающий максимальный выпуск продукции в

заданном отношении B,: В.:...: Bn,

Ф (2) = min —^ — max (1.1)
] В} х

при условиях х,—0

У хи =Т. (1.2)

]=1

В качестве целевых функций предприятий примем объем реали-

зованной продукции (предполагаем, что вся произведенная про-

дукция будет реализована)

]—=1
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где A;— цена продукции |-го вида. При заданных А целевая
функция является строго возрастающей функцией 2;, поэтому

2:==ГХ И

т

f(a, =) = ФЕ (А, Хх п) = У, Мгихи. (1.3)
J~=1 m

На цены продукции наложены ограничения > A;B;==c, где с—
j=1

Цена набора {В}. Соответственно целевая функция системы при

подстановке #1;— Г.Х;

. 4 n
D(z)=V = —(2) (x, г) min B, ИХ (1.4)

Ограничимся исследованием встречного способа формирова-

ния данных. Обозначим {5$} оценки коэффициентов {г}, сооб-

щаемые предприятиями центру. Примем, что d<s,;<D (d>0,

D<oo). Мы уже убедились в предыдущих главах в высокой
эффективности закона ОУ для ряда моделей. Исследуем его

эффективность для рассматриваемой задачи. Заметим, что

функция ‚предпочтения

т

nA, Xi, 81) = У, Ми | (1.5)

j=1

достигает максимума на множестве возможных планов 1-го

предприятия

т

j=1

в точке {x,} вида X,==T, хи=0 для js&R, причем AySy—= max AjSy.
/

Поэтому условия. совершенного согласования можно записать в

виде

(max Лив — No3) X17 = 0. (1.7)

Теперь закон ОУ можно записать как решение следующей

задачи:

п

. 4
min >. 2 Зарег] —> тах (1.8)

при условиях (1.2) и (1.7). ^ |

Проведем исследование законов ОУ при гипотезе слабого

влияния (CB), т. е. предполагая, что предприятия не учитыва-

ICT влияния сообщаемых оценок {S,,} на вектор цен A. Заметим,

во-первых, что условия равновесия при гипотезе (CB), имеют

вид (в классе G')

(тах гв — МГ) хи= 0. (1 .9)
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Сравнивая (1.7) и (1.9), легко видеть, что ситуация $"=г явля-

ется равновесной. Более того, она «не хуже» любой другой си-
туации равновесия. Действительно, пусть $5° ситуация равнове-
сия и S,*=4r,; Тогда, сообщая 5:==/, предприятие { ожидает по-

лучить (при гипотезе (CB),) объем реализации Г тах No, T. е.

столько же, сколько в ситуации 5*.

Теорема 4.1. Эффективность K,, закона ОУ при гипотезе

(CB), равна 1.

Доказательство. Рассмотрим задачу оптимального планиро-

вания

4 n

спит > гих; —> тах (1.10)
1 В] j=1

. 4
при условиях (1.2). Введем переменную y==min = 2 riyXy И

1 Вр:
запишем задачу (1.10), (1.2) как задачу линейного програм-

мирования

су> тах, уВ,— Упки=0, У хи=Т.
i ]

р

Строго нужно. было писать ограничения задачи в форме не-

равенств. Однако можно показать, что в оптимальном решении

все ограничения выполняются как равенства.

Выпишем двойственную задачу (см. приложение 2), опреде-

лив двойственные переменные Wd {A}

ТУ > min
i

при условиях У, AO,

U:— Аи > 0, > Ву > С.
]

Заметим теперь, что в оптимальном решении двойственной

задачи 9;== max ЛГ. Кроме того, > A;B;==c, так Kak y>O. Вы-
j

пишем соотношения дополняющей нежесткости

(0; —Ajrij) ху-= (max Nel ik —Ajrij) Хи = 9. (1.11)

Сравнивая (1.11) с условиями равновесия (1.9) видим, что они

совпадают. Но соотношения дополняющей нежесткости явля-

ются необходимыми и достаточными условиями оптимальности

решения прямой‘и двойственной задач. Следовательно, любая

ситуация равновесия определяет оптимальный план задачи и

значит K,y=1. Теорема доказана.
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Проведем теперь исследование законов ОУ с позиций прин-

ципа максимального гарантированного результата, предпола-

гая гипотезу (СВ)..

Теорема 4.2. При гипотезе (СВ). сообщение достоверных

оценок — гарантирующая стратегия предприятия.

Доказательство. Согласно гипотезе (СВ)., предприятие мо-
жет ожидать установления гарантирующих цен A‘(S;) при сооб-

щении любой вектор-оценки d;<S;<D,;. Покажем, что гаранти-

рующие цены удовлетворяют условиям

Аз] = const. (1.12)

Действительно, пусть 9 — множество видов продукции таких, что

Ави = тах No5: Для | ЕО и существует g EQ. Тогда можно уве-

личить цену Ag до Na и при этом уменьшить цены А; до hi, jEQ,
сохранив условия в = max би для всех |= Qu Ак < max бк.

k

Очевидно, что при этом целевая функция элемента ии, < <
j

<> Мхити, TAK как ху >0 только для / ЕО. А это противоре-
]

чит определению гарантирующих цен. Из (1.12) и условия

>) 4jB; =e получаем |
1

Ay =

тт
Гарантированное значение целевой функции 1-го элемента

Sik

; cTr,
Q; (S;) = >) Mri ti = min - ,

i ig k1х —
Е Sik

(1.13)

Поскольку $ф; инвариантно к умножению всех $; на положи-

тельный множитель, то можно положить я — —= М;. Решая за-
k Sik

дачу максимизации @; при этом условии, получаем

B,
Diemр

г в Ш
51 =ГИ м о

i

и, следовательно, любая стратегия вида S*= pil: (ui>O) являет-
ся гарантирующей. В частности, при р:=| получаем $7 ==/..

В отличие от равновесных ситуаций не любая гарантирующая
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ситуация дает оптимальный план выпуска продукции. Положе-

ние облегчается тем обстоятельством, что все гарантирующие

стратегии $:`== :/; эквивалентны с точки зрения ннтересов пред-

приятия. Поэтому достаточно ввести слабые штрафы за иска-

жение данных (которые фактически всегда присутствуют в ре-

альных системах), чтобы обеспечить единственность гаранти-

рующей ситуации S==f, которая дает оптимальный план

выпуска продукции. Таким образом, ситуация $==г, является и

равновесной и гарантирующей при соответствующих гипоте-

зах СВ.

2 |

ore
27 \t-~
ne! | RM

Z, (ft) <

ид! < !
И!!! < |

/ rit XN |
/ ity х |!

/ yt \!
/ “1! ! ‘\

« tt « I

(a “E14 (4 +6, i Puc. 4.1
fe и

Займемся проверкой правдоподобности гипотез СВ. Что ка-
сается гипотезы (СВ)», то здесь вопрос решается просто.

Теорема 4.3. Для любой стратегии $; найдутся стратегии

{5» |72й такие, что в законе OY ^ ($) =A"(S;). |

Доказательство. Достаточно взять S;==S; для всех |521. Так
как все виды продукции должны выпускаться, то в силу условий

совершенного согласования для любого | и хотя бы одного No
должно быть

No5 = AjSej = тах AgSeq = тах Хок.
4 4

Следовательно, A,S;;==const, а значит, ^ ($) =A"(S;). Таким обра-

зом, гипотеза (СВ), является для данной задачи уже не гипо-

тезой, а фактом.

Что касается гипотезы (CB),, то здесь дело обстоит сложнее.

Исследуем случай двух видов продукции. Примем для упроще-

ния В,=В,=1. Нас интересует влияние оценок отдельного

предприятия (пусть это предприятие с номером п) на цены Ay

и А. Рассмотрим систему из (п—1) предприятий без п-го в CH-

туации $:.=7, 1=1--(п—1). Построим зависимость выпусков

продукции первого и второго вида от цен Ay и Ag. Поскольку в

силу условий совершенного согласования предприятие { вы-

пускает продукцию первого вида, если Ага >А.Г., и второго,
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если Ayr АГ», то с увеличением отношения цен и==А,/^» вы-

пуск продукции первого вида растет, а второго вида падает. На

рис. 4.1 приведены примерные графики выпусков г: (и) и 2» (и)

(на самом деле эти графики являются кусочно-постоянными
функциями, но при достаточно большом числе предприятий их
можно приближенно представить гладкими кривыми). Точка п"

hz,

7х \|||||||\ aN -—-N-
x|||||||A

Ат
| Z(t) N |

1 Nt
7 Ц

—г2 (2) Аи
i | | Г].
| i \\
| в м!

ime | = Puc. 4.2

(ey р” ee, ft

определяет отношение цен (а значит, и сами цены, поскольку

м-А.=5), при которых выпуск в заданном отношении |: |

максимален в системе из (1—1) предприятий. Включим пред-

приятие п в систему и посмотрим, как может изменяться отно-

шение и=А,/А. в зависимости от оценок Sm, Sn2, сообщаемых

предприятием п. Пунктирными линиями на рис. 4.1 показаны

графики 2, (и) ОТ и 2,iu)+DT, соответствующие максималь-

ным оценкам выпуска продукции первого и второго вида. Точки

пересечения кривой 2, (и) +БТ с 2.(в) и кривой 2,(u)+DT с

2. (и) определяют максимальные изменения отношения цен

(u"—e,) и (p*+e,). Очевидно, что если «вес» отдельного пред-

приятия в системе мал (т. е. ОТ малы по сравнению с 2,(p") и

г. (и")), то малым будет и изменение отношения цен (e+ 6&2)

при изменении оценок Spy И Sno. Следовательно, гипотеза слабо-

го влияния будет правдоподобна при достаточно большом чис-

ле предприятий. Этот вывод, однако, справедлив, если наклон

кривых в точке p не близок к 0. В противном случае влияние

отдельного предприятия на цены продукции может быть значи-

тельным, даже если его «вес» в системе мал. Например, если

(n—1) предприятий распадаются на примерно равные группы

специализированных предприятий по выпуску первого и второ-

го видов продукции (рис. 4.2), то изменение оценок $», Sn2 ДО-

ВОЛЬНО СИЛЬНО BJIHACT на отношение цен, даже при малых вели-
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чинах DT. Учитывая, что планирование специализированных

групп предприятий целесообразно проводить отдельно, можно
считать при большом числе предприятий гипотезу слабого влия-
ния достаточно правдоподобной.

$ 2. Планирование выпуска новых приборов

Пусть п предприятий выпускают приборы, используемые в

т отраслях. Обозначим А; выпуск #-го предприятия (мощность

предприятия), В,— потребность j-H отрасли и примем, что

> A= ХВ, Пусть разработан новый вариант прибора, при-
i

MeHeHHe ' которого в отрасли | дает дополнительный эффект 0,
по сравнению со старым образцом. Однако его выпуск на пред-

приятии i требует дополнительных затрат г:. Требуется опреде-

лить, каким предприятиям выпускать новые приборы, в каком

количестве и в каких отраслях их применять, чтобы эффектив-

ность новой продукции с учетом дополнительных затрат была

максимальной. Обозначим х; количество новых приборов, пла-

нируемое предприятию Ll, Y;— количество новых приборов, ис-

пользуемое в отрасли j. Гогда задачу можно записать в следую-

щем виде. Определить х,>0, у,0 такие, что

>) УЧ —> ли: -—> тах, Xi< Aj, Yj < By, > и— >) х< 0
i i / é

(2.1)

Будем считать, что дополнительные эффекты {4;} oT примене-

ния новых приборов в отраслях известны центру. Что касается

дополнительных затрат {7:}, то примем, что центру известны

лишь границы их возможных значений d<or;<D. В то же время

предприятие может оценить величину дополнительных затрат г;

ТОЧНО.

Для определения оптимального плана задачи (2.1) рассмот-

рим двойственную задачу, определив двойственные переменные

uj), и, >0 ил:

Уши >) оВ,— min, uj; —VN > — Fry, А >|. (2.2)
i /

Заметим, что

и; = тах (0; A—r;), v;=max (0; g;—A). (2.3)

Пусть г; упорядочены по возрастанию (г, < г... < г), а 4;
упорядочены по убыванию (G,>>q2.>>...9m). Тогда оптималь-
ное решение определяется следующим образом. Строим графи-

ки А (A) = 21 Аи B(A) = >) В, (рис. 4.3).
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Точка их пересечения A определяет оптимальный выпуск

>) x; и потребление У! й, новых приборов (решение может быть
i i

не единственным, если графики имеют общий вертикальный OT-
резок). |

Пусть целевые функции предприятий

fi (A, Ху, 2:) — AXi—Zi,

где A — надбавка к цене новых приборов, a 2;>>7;X%; дополнитель-

ное увеличение затрат на их выпуск (| определяет дополнитель-

A, ОО ИИ Ala) 1 Lb,

ЕН ane ОНИ И

to po| Е

J

О pote иA, | | | | | | Is

ae | жа
д Gn 4-1 4G A

ную прибыль предприятия OT выпуска новых приборов). Рас-

смотрим закон ОУ при встречном способе формирования дан-

ных, обозначив $; оценку дополнительных затрат, сообщаемую

i-M предприятием в центр;

то п

У941— Ух - тах, УВ, «АА, У и<Ух,
7 i j=1 i=1

(2.4)

(A—s,)x;= max (A—s;) y. (2.5)
03954}

В случае неединственности выбираем ‘рещение с’максимальным

выпуском. новых приборов (> м) и с минимальной добавкой
/

цены A. Если и таких решений несколько, берем любое из них.
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_ Проведем анализ ситуаций равновесия при гипотезе (СВ)..

Условия равновесия, очевидно, имеют вид

о<зу<А;.

Отсюда следует, что любой ситуации равновесия при гипотезе

(CB), соответствует оптимальный план производства и потреб-

ления новых приборов (докажите самостоятельно). Равновес-

HOH является, в частности, ситуация $"==г. Определим теперь

гарантирующие стратегии при гипотезе (СВ).. Если $:>1., то

гарантирующим (наименее благоприятным) является любое

управление A"<S; и план х.—=0, а гарантированный результат

равен 0.

Если $:<гГ, то ^Г=5, X;==A; и гарантированный результат

(5:—/:) А<0. Наконец, если S;=r; то любое ^=<$, является

гарантирующим и гарантированный результат равен нулю. Лег-

ко видеть, что любая стратегия $, —7; является гарантирующей.

Таким образом, даже при гипотезе (СВ), в системе может на-

блюдаться тенденция к завышению оценок дополнительных за-

трат на выпуск новых приборов. Достаточно, однако, слабых

штрафов за отклонение планируемых дополнительных затрат $:

от реальных г; для того, чтобы сообщение достоверных оценок

было. единственной гарантирующей и равновесной стратегией

каждого предприятия.

Займемся обоснованием гипотез (CB), и (СВ).. Что касает-

ся гипотезы (CB),, то она справедлива, как и в предыдущей за-

даче. Достаточно положить $,=5: для всех |521 тогда A(s) =

—=$:==.,

Для обоснования гипотезы (CB), вернемся к рис. 4.3.

Если предприятие 2 увеличит оценку $; до д, то надбавка к

цене будет равна 4. >/.. Для более детального анализа рассмот-

рим случай одинаковых предприятий А,=А, г.==г, (рис. 4.4).

Заметим, что в ситуации ‘равновесия при гипотезе (CB), над-

бавка к цене A°=r и дополнительная прибыль всех предприя-

тий равна нулю. Если предприятие { увеличит оценку S;, то его

план по выпуску новой продукции будет равен 0, если ASB,

В этом случае выпуск новой продукции передадут другому пред-

приятию, а надбавка к цене останется прежней. Таким образом,

если

B,= \В,—Х*=пПА-ХЪ A,
1

то гипотеза слабого влияния выполняется. Легко видеть, что

при Х*<пА гипотеза выполняется при достаточно большом чис-

ле предприятий n>! +=. Если X*=nA, т. е. все предприятия

в ситуации равновесия выпускают новую продукцию, TO в систе-

ме будет наблюдаться тенденция к завышению оценок допол-
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нительных затрат на выпуск новых приборов. Выходом являет-

ся создание некоторого запаса мощностей (nA >>, Bi). В этом
L

случае X*< УВ, < nA, и при достаточно большом числе пред-J

i

приятий гипотеза слабого влияния выполняется. Более того,

увеличение запаса мощностей позволяет обеспечить выполнение

гипотезы (CB), и при малом числе предприятий, если

А> ——, B= УВ,

Так, при А = В г, избыток мощностей равен nA—B=
п —

= —^ т вВ—В=—В гут. е. одно предприятие”является резервным
п — n—

(конечно, OHO не простаивает, a загружено производством дру-

гой продукции, но в случае необходимости может переключиться

на выпуск новых приборов).

АГА

AX — —-—

Рис. 4.4

Исследуем, наконец, случай п=1, т. е. когда одно предприя-

тие является монопольным производителем приборов. Вернемся

к рис. 4.4. Если предприятие сообщит оценку S;=4,, то надбав-

ка к цене будет равна Gy, а дополнительная прибыль предприя-

тия составит

|.

Па = (Ge—r) У Bj.
1

Заметим, что I], равна площади прямоугольника со сторонами
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k

(9,—T) и > В! (Ha рис. 4.4 заштрихован прямоугольник П.).

1

Очевидно, предприятие сообщит оценку, для которой соответст-

вующая площадь максимальна. Надбавку к цене в этом случае

будем называть монопольной.

Упражнение 2.1. Определите равновесие Нэша в систе-

ме из трех предприятий. Данные о предприятиях приведены

ниже

i 1 2 8

А; 30 40 50

rt 3 5 7.

Приборы используются в двух отраслях: g,;=8, q.=—6, B,=40,

B,=70. Мощность какого предприятия и на сколько нужно уве-

личить, чтобы выполнялась гипотеза (СВ)?

Упражнение 2.2. Пусть эффекты {g;} от применения HO-
вых приборов в центре не известны. Оценки {oj} этих эффектов
сообщаются отраслями — потребителями приборов. Целевые

функции отраслей (4;—^)у;. Проведите исследование закона OY
при гипотезах (CB), и (СВ)..

Упражнение 2.3. Пусть имеется А новых образцов при-

боров. Обозначим г. дополнительные затраты на выпуск образ-

ца 7 предприятием i, gy эффект от применения образца [ в от-

расли |. Определите закон ОУ и проведите его исследование,

предполагая гипотезы слабого влияния.

$ 3. Задача назначения проектов

Рассмотрим еще одну задачу, также описываемую линейной

моделью. Имеются И организаций и п проектов. Каждой орга-

низации назначается один и только один проект. Обозначим

Г;>0 вероятность успешной реализации проекта | организацией

i в заданный срок, х.=1, если проект | назначен организации {

и х,=0 — в противном случае. Тогда вероятность успешной pea-

лизации проекта j в срок У Г.Х» а вероятность успешного за-
i

вершения в срок всех проектов ПУ г.х.. Поставим задачу на-
| го

значить проекты организациям таким образом, чтобы вероят-

ность их успешной реализации была максимальной:

® (x)= ПУнли > max (3.1)
| 14

У хи=1, У xy=. (3.2)
=1 =1
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В случае успешной реализации проекта | оргинизация-исполни-

тель получает премию p; Ожидаемая премия организации i
оавна, очевидно,

Преобразуем задачу к виду, более удобному для исследования.

Обозначив си== п (1/гь) 0, А,=11 pw,

In >) ryxy= > @штгы)хи = — У сужу
rf { t

In > виихи= >) (пы, с ху,
j Г

получаем следующую задачу:

if

при ограничениях (3.2). МЛогарифмы целевых функций

2 (A;—C.j) Xi; в дальнейшем будем считать целевыми функция-

ми организаций. Постановке (3.2), (3.4) можно дать и другую
интерпретацию. Пусть с, — затраты организации { на реализа-

цию проекта jf, а A; — финансирование проекта из централизо-

ванного фонда. Тогда задача центра заключается в таком на-

значении проектов, при котором суммарные затраты минималь-

ы. Организации заинтересованы, с одной стороны, в получении

проекта, требующего небольших затрат, а с другой — в получе-

нии средств из централизованного фонда. Центр имеет ограни-

ченную информацию о коэффициентах с., примем, что он знает

только границы затрат OXc,<D. Организации могут оценить

каждый проект достаточно точно, т. е. знают затраты Cy на pea-

лизацию каждого проекта. Обозначим Sy оценку затрат на про-

ект |, сообщаемую организацией i в центр, S,;= {$} — вектор

оценок 1-й организации, $= {5$:} — совокупность оценок всех ор-

ганизаций.

Принцип жесткой централизации

Основу законов ЖЦ составляет задача оптимизации

Узи > min (3.5)
tf

при ограничениях (3.2). Закон образования величин {^,} может

быть произвольным. Примем, что {A,;} фиксированы и не меня-

ются. В этом случае для каждой организации существуют вы-
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годные проекты, для которых (^;—с:;;) максимальна. Рассмотрим,

например, матрицу затрат |

5 6 7.

levJ= |3 5 8
4 8 19

Пусть A,=A2.==A3s=—=const. Легко видеть, что для всех организа-

ций предпочтителен первый проект. Желая его получить, орга-
низации сообщат минимальные оценки 0 по первому проекту и

максимальные оценки D — по остальным

0DD

S=|0 D D}- (3.6
0DD

Любое назначение проектов будет оптимальным в смысле крн-

терия (3.5). В этом случае центр использует какое-либо правило

однозначного выбора решения, например, «назначать спорный

проект организации с меньшим номером». Первый проект полу-

чает организация 1, второй — 2. Заметим, что ситуация (3.6) не

является равновесной, поскольку организация 3 может улучшить

свое положение, сообщив оценку 0 по второму проекту. Возмож-

ные ситуации равновесия -

0D р

S'=(s,, 0 D |. (3.7)

31 532 533

Упражнение 3.1. Покажите, что все ситуации paBHOBe-

сия имеют вид (3.7) (при выбранном правиле приоритета орга-

низаций) и любой из них соответствует одно и то же назначе-

ние проектов Хх! =Хь==Х.з=1 (остальные х,=0) с суммарными

затратами Ф*=29 (минимальные затраты на реализацию всех

проектов — Ф„=16).

Упражнение 3.2. Проведите анализ ситуаций равнове-

сия для произвольной матрицы |с:;|, считая A;==const для всех j.

Легко видеть, что назначение проектов определяется в основ-

ном субъективным правилом приоритета организаций. Так, если

центр в случае неоднозначности решения отдает предпочтение

второй организации, а затем первой, то назначение проектов в

ситуации равновесия х..=Х..==Х::==1| (остальные х,=0) с сум-

марными затратами 28.

Займемся исследованием гарантирующих стратегий. Нетруд-

но показать, что гарантирующими являются ситуации (3.7),

в которых $21, Ss1, S32, 5зз — произвольные (предоставляем читате-

лям сделать это самостоятельно). Таким образом, назначение

проектов в законах ЖЦ может быть самым произвольным и в

существенной степени зависит от приоритета организаций при

назначении спорных проектов.
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Более интересные выводы можно ПОЛУЧИТЬ, ВВОДЯ В целевые

функции штрафы за отклонение ПлЛанируемых затрат $; OT ре-

альных Ci;

> (М—си—а|зи—си\)хь = OC aK.

Пусть по-прежнему при назначении спорных проектов приоритет

имеет организация с меньшим номером и Aj=const для всех |.

Определим гарантирующую стратегию для первой организа-

ции. Пусть си С:.<...С,. Заметим, что сообщая оценки $н =0,

Sy=D, ]=1, организация | гарантированно получает первый

проект. Ее выигрыш при этом

A— [Си ас] =А—си (1+9).

Аналогично организация | может получить проект j, при стра-

тегии Sy;=0, 5„=0), k=4j, выигрывая

При любой другой стратегии {5.;} организация 1 может полу-

чить любой проект, и ее гарантированный выигрыш

\ — тах [Cj-+ а | $&/—Си/|]. (3.8)
j

Максимум (3.8) достигается Ha стратегиях вида

| 1Sin = Си, Max |0; Cy —— (сиси < Si <

< min [D: с — (ис | ‚реп (3.9)

и равен ^— С.»

Окончательно максимальный гарантированный результат

равен

При этом, если см си (1 -- 9), то гарантирующие стратегии име-

ют вид (3.9), если сиг си (Га), то sy=0, syy=D, ]=Е1.

Заметим, что с увеличением а для стратегий вида (3.9) разность

[$1/—С:/| Уменьшается. При значении а`>1 реальные затраты
организации при сообщении оценок $.) >Cy будут равны Sy; (объ-

ясните, почему?) и гарантирующими будут стратегии вида (если

ст < си (1 +@)). Sin = Сим, тах |0; ey —— (сис) |< $1 Си; JEN.

Наконец, при сильных штрафах (&=со) гарантирующие .стра-
тегии имеют вид (1=1|)

Sin = Cin, Cij < Sit< Cin, j =F п. (3. 10)

Таким образом, даже при сильных штрафах не удается обеспе-

чить достоверность сообщаемых оценок.
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Займемся исследованием гарантирующих стратегий для ор-

ганизации 2, которая имеет второй приоритет и не может гаран-

тированно получить лучший проект. Однако, сообщая минималь-

ные оценки по двум лучшим проектам и максимальные оценки

по остальным, она гарантированно получает один из двух луч-

ших проектов. Если принять С›1<С.=<...535би, TO стратегия

$1==52==0, 5,==0), |521, 2 обеспечивает гарантированный ре-
зультат ^— с». (1+%).

Максимальный гарантированный результат A—min [Con, Coo (1 +0)]

достигается на стратегии $: =5=0, Sy=—D, ]=1,2, если

Cop (1 + 4) < Con, и на стратегиях Sin = Си

тах |0; Cij— “- (Cn—en) |< Sip < min [Ds Ci + — (и-— с) ,

(3.11)

если С» (1+9) Sc, (i=2). Наконец, в случае сильных штрафов

гарантирующие стратегии имеют вид (3.10).
Рассуждения для остальных организаций проводятся анало-

гично, за исключением организации п. Эта организация не име-

ет возможности гарантированно получить какой-либо проект.

Поэтому ее гарантирующие стратегии будут иметь вид (3.11),

а в случае сильных штрафов — (3:10). Такой же вид будут иметь

гарантирующие стратегии любой организации, если выбор пла-

на в случае его неединственности производится случайным об-

разом и ни одна организация не имеет приоритета в получении

проектов.

Анализ ситуаций равновесия Нэша в системе со штрафами

является довольно сложной задачей. Сделав ряд предположений

о поведении организаций, мы определим другое понятие равно-

весия, более простое для исследования. Во-первых, примем, что

оценки Sy не завышаются, т. е. SC. Обосновать такое пред-

положение можно следующими рассуждениями. Завышение оце-

нок по проекту |] преследует цель не получить этот проект. Од-

нако, если проект все же будет назначен организации, то она

несет двойные потери: во-первых, получен невыгодный проект,

а во-вторых, организация штрафуется за завышение оценки. Той

же цели можно достичь, занижая оценки по выгодным проектам.

Штрафы при этом в определенной степени компенсируются тем,

что получен выгодный проект. Во-вторых, примем, что оценки

Sy могут быть любыми числами (не большими Cy в силу первого

предположения), в том числе и отрицательными, т.е. —oo<Sy<

= Cy. Пусть в ситуации $ х„=1. Обозначим Q; множество про-
ектов |, для которых

| си-- a (Cij—Si;) “Cnt {о (Cip—Sin) =U,

Н Ю, множество проектов Г, для которых

OFF +a (Ciy—Si;) — U;.
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Определим следующую гипотезу поведения: организация увели-

чивает оценки проектов множества А; (если это возможно)’ и

уменьшает оценки проектов множества Q;. Такая тактика на-

правлена, с одной стороны, на уменьшение вероятности полу-

чить невыгодный проект из множества А; и уменьшение штрафов

в случае его получения, а с другой — на попытку получить бо-

лее выгодный проект из множества Q,;. Если Q:=Ri=L, то ор-

ганизация не меняет стратегии. Ситуацию, в которой все орга-

низации не меняют стратегий, назовем правильной ситуацией

равновесия.

Теорема 4.4, Любой правильной ситуации равновесия со-

ответствует оптимальное назначение проектов.

Доказательство. Пусть $ — правильная ситуация равновесия,

х — оптимальное решение соответствующей задачи назначения.

Рассмотрим множество R таких пар (i, fj), для которых $„=

=Cy>v,; (очевидно, соответствующие х„=0). Увеличим $: для

всех (i, Л ЕР. до

, 1 4 4
$ — С — C;3-—JU; = C3; | — — — U; Cr}.И — uw = (Си = u( + | а ‚> ij

Поскольку мы увеличили значения Sy такие, что X,,=—=0, то опти-

мальное решение задачи назначения с`новыми оценками оста-

нется прежним. Однако целевая функция задачи с новыми оцен-

ками

4 | 4

>) ями М эи= ("+ =)2 сихи— — D1 0; (3.12)
(NER (ER “1 i,j au

эквивалентна целевой функции задачи минимизации > Си.
if

Следовательно, равновесный план х является оптимальным пла-

ном задачи назначения проектов.

Замечание. Интересно отметить, что факт оптимально-

сти равновесного плана для закона ЖЦ при наличии штрафов

был получен сначала экспериментально, как результат деловых

игр, и был довольно неожиданным.

Пример. Найдем правильную ситуацию равновесия для

задачи с матрицей затрат (&=0,5)

5 6 [7|

|= | 3 [5] 8
[4| 8 19

(оптимальные назначения отмечены рамками). Возьмем сна-
чала 9:=7, Uz=5, и,=4 (т. е. полагаем, что по назначенным

проектам сообщаются достоверные оценки). Имеем
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a a

Получим матрицу

1 4 [7
(sy) =([=1] 5 в |.

4 [8| 19

Оптимальное решение соответствующей задачи назначения

Xig1, No1==1|, Хз»=1] (Остальные х,=0) не является правиль-

ным равновесным, так как организация 3 может попытаться

улучшить свое положение, уменьшая оценку по первому проек-

ту. При оценке 5. =2—= (=>>0 малое число) получаем матрицу

1 [4 7

5}
2—в| 8 19 |

Решение соответствующей задачи назначения х,.==1|, X=],

Хх =1, (остальные х,=0), так как первая организация имеет

приоритет в получении второго проекта. Это решение также не

является равновесным, так как организация 2, сообщая оценки

$.==—1, So=5—e, улучшает свое положение. Окончательно

получаем матрицу

1 4 [7
—1+2e |B=e] в |.

2] 8 No

Единственное оптимальное решение соответствующей задачи

назначения х.:==1|1, Х..==1|, Х„==| (остальные х,==0) является

оптимальным решением исходной задачи. Данное равновесие

точнее назвать =-равновесием. Равновесия в обычном смыс-

ле здесь не существует, поскольку при е=0 оптимальным реше-

нием задачи будет х.=1, X23==1, Х„==1 (остальные х,=0) в

силу приоритета первой организации в получении спорных про-

ектов. Проверьте самостоятельно, что полученная ситуация дей-

ствительно является правильной ситуацией равновесия.

Принцип открытого управления. В основе принципа откры-

того управления лежит задача согласованного планирования.

(3.2), (3.5) с условиями совершенного согласования, которые
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можно записать в следующем виде

[max (Azn—Sit) —(М— зи] X17 = 0. (3.13)

Покажем, что всегда можно выбрать величину A; таким OOpa-

зом, что условия (3.13) будут выполняться. для. оптимального

решения задачи (3.2), (3.5). Действительно, рассмотрим зада-

чу, двойственную к (3.2), (3.5), определив двойственные пере-

менные Uy; Ay

—do-+ У > тах, Ay—0;, < sy. (3.14)
/ ]

Заметим, что 9,=тах(^,—5). Выписывая соотношения допол-
.

няющей нежесткости, легко убедиться, что они совпадают с ус-

ловиями совершенного согласования (3.13). Таким образом, ус-

ловия совершенного согласования автоматически выполняются,

если в качестве A; взять оптимальные значения соответствующих

переменных двойственной задачи.

Займемся исследованием ситуаций равновесия. Пусть ‘имеет

место гипотеза (СВ). Тогда условия равновесия (в классе G')

Imax (Me—Cin) — (1 i —Cj)] Xjj= 0. в. 15)

Другими словами, в равновесии каждая организация получает

проект с максимальной величиной (A;—cy). Но условия (3.15)

есть не что иное, как соотношения дополняющей нежесткости

для задачи (3.2), (3.4) и соответствующей двойственной зада-

чи. Следовательно, любой ситуации равновесия при гипотезе

(CB), соответствует оптимальный план задачи назначения про-

ектов.

Для нахождения ситуаций равновесия следует определить

правило назначения проектов в случае неединственности реше-

ния задачи согласованного планирования. Мы примем, что центр

в этом случае руководствуется правилом устойчивости назначе-

ний. А именно он организует итерационную процедуру планиро-

вания, на каждом шаге которой организации сообщают оценки

$, а центр решает задачу назначения проектов. В случае, ‘если

решений несколько, выбирается план х, наиболее близкий к пла-

ну х’ на предыдущей итерации, например, по величине

>) |xy—xy’|. Если близких планов тоже несколько, To берется

любой из них. Осталось договориться о поведении организации

при сообщении оценок на каждой итерации. Примем, что’ орга-

низация, получившая на предыдущей итерации самый выгодный

проект (т. е. проект с максимальной величиной (^;—с.;;)) сооб-

щает ту же самую оценку. Организации, которые не получили

самого выгодного проекта, снижают оценки затрат по самым

выголным проектам по сравиению с оценками на предыдущей
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итерации. Очевидно, что если на каком-либо шаге процедуры

получена ситуация равновесия, то оценки на следующих итера-

циях не будут меняться. Рассмотрим на примере сходимость опи-

санной процедуры к ситуации равновесия. Возьмем матрицу за-
трат

56 7

[|= 3 5 8
4 8 19

и пусть на первом шаге были сообщены следующие оценки

[3] 8 8

= 3 [8k 8

ЕЕ
A= (0, 5 5 ©

Элементы матрицы S', соответствующие значениям Xj;—=1 в pe-
шении задачи назначения обведены кружком. «Самые выгод-

ные» проекты отмечены звездочкой. Примем, что на каждом ша-

ге снижение оценок по выгодным проектам равно l. Имеем по-

следовательно
Pa

al зе
$2 = 3 8 [88| | == [[3| 7 8 ]59=

3 [Th s 3 [Th 8
A= (0, 4, 5) A= (0, 4, 5) А =

36 [71

=| 3 [ef 8

[3 7 8
= 0 3 4) |

На четвертом шаге процедуры получена ситуация равнове-

сия, определяющая оптимальный план назначения проектов.

Упражнение 3.3. Исследуйте сходимость описанной про-

цедуры в общем случае.. |

- Заметим, что оптимальные значения двойственных перемен-

ных в задаче назначения определяются с точностью до постоян-

ного. слагаемого. Для однозначного: выбора A; примем, что

> \„=М. Например, если Ay финансирование проекта j из цент-

рализованного фонда, то М соответствует величине фонда.

‚Итак, любое равновесие при гипотезе (CB), определяет оп-

тимальное назначение проектов. Однако для рассматриваемой

задачи справедлив более сильный результат. Оказывается, и
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любое равновесие Нэша (без гипотезы слабого влияния!) опре-
деляет оптимальное назначение проектов.

Теорема 4.5. Любая точка Нэша определяет оптималь-

ный план задачи назначения проектов.

Доказательство. Достаточно показать, что любой ситуации

равновесия $” соответствует план X” H управление ^^ такие, что

[max (No — си) —(/— хи 0. (3.16)

Пусть для некоторого x= 1 имеет место Aj —Cy<

< тах (A,’—C;,) =A. — С: (т. е. проект $ более выгоден для 1-го
Ё .

АЭ, чем полученный им проект /).

Положим Sis = на sj; При этом план x* и уп-
равление MS остаются оптимальными планом и управлением. Пусть

при Sis = Sis существует согласованный план x’, в котором хв=1;

положим Sis = Sis — A (А— малое положительное число). Новой
ситуации соответствует согласованный план x’ и управление J’

такие, что Xj;,=1, а А. > ALI —-). Имеем
п

toy 
. 4 

*C.-M Фев М-А (1 — =) > ey +e,

если взять A<C — т (cis-+ hs—Cjj—Aj) >0. Если при 5в==5» не
ni

существует согласованного плана, в котором x;,=1, To сущест-

вует A `>0 такое, что при Sj;=S;s—A план х” остается согласо-

ванным. Однако при этом изменится согласованное управление,

причем для нового управления А’ имеет место м>мNo-- — A.
п

При этом значение целевой функции i-ro AQ равно Cyt hy >

> сим + > oy +h, т. е. возрастает. Таким образом, при

нарушении условия (3.16) всегда найдется стратегия $, при ко-
торой выигрыш организации i возрастает. Поэтому (3.16) явля-

ется необходимым условием для ситуации равновесия. Теорема

доказана, так как условие (3.16) является необходимым и до-

статочным условием оптимальности плана X” для задачи назна-

чения с критерием > сих.
if

Следствие: любая ситуация равновесия является опти-

мальной по Парето.

Доказательство. Определим сумму целевых функций всех ор-
Ганизаций в ситуации равновесия

> (М —си) хи= = М — >) сихи= М— Си,
if i,f
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где Cin — значение У! сих, в оптимальном решении соответст.
rij

вующей задачи назначения. Следствие доказано, так как макси-

мум суммы выигрышей является достаточным условием опти-

мальности по Парето.

Перейдем к исследованию ‚ гарантирующих стратегий. Bo-

первых, докажем, что гипотеза (CB), выполняется для принци-

па открытого управления. Для этого ‘заметим, что гарантирую-

щее управление A” удовлетворяет условиям A;"—Sy=A,"—Sy, ДЛЯ

любых |, Е (докажите самостоятельно). Пусть теперь S,;=Sy
для всех k=41. Тогда, очевидно, для оптимальных значений двой-

ственных переменных Aj выполняются условия

No—8и= max (Az —Siz),

следовательно, A=A". Теперь легко найти гарантирующие стра-

тегии. Из условий

No—зи=у, УМ=М,
f

получаем

M—S,

N= Sy y= Sy —, S;= 21 Su

Гарантированный результат

Г . г М — 5} .
фу (8/) = min [No/— си] = — + min (S;;—C;)

достигает максимума на стратегиях вида Sy"=—=Cyt+y; (у: — ска-
ляр). Максимальный гарантированный результат

r,r M— C; ;
GQ; (&) = ———, С:= >) су. \ (3.17)

}

Таким образом, любая стратегия вида Cyt+y, (]=1--п) является

гарантирующей. Отсюда сразу следует .

Теорема 4.6. Любая гарантирующая ситуация определяет

оптимальное назначение проектов.

Доказательство элементарно, поскольку оптимальное реше-

ние задачи назначения не меняется при добавлении к строкам

матрицы ||си|| любых чисел %..
Определим, какой максимальный выигрыш может получить 1-я

организация в ситуации равновесия по сравнению с гарантирован-

ным результатом (3.17). Сумма гарантированных результатов

M——, где С=\У С; =» су. Следовательно, максимальное при-
; п

i ij

ращение выигрыша —Cymin-+— C0. Равенство достигается, если
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Cj=9itp; для всех t, |. В этом случае гарантирующая ситуация

S==C, является равновесной и сумма гарантированных выигры-

шей равна максимально возможной. Поэтому выигрыш любой

коалиции не может быть больше суммы гарантированных вы-

игрышей ее участников, если остальные организации применяют

гарантирующие стратегии. Принцип открытого управления яв-

ляется весьма эффективным в задаче назначения проектов. Дей-

ствительно, и равновесные и гарантирующие ситуации обеспе-

чивают оптимальность решения задачи назначения проектов

(К„==1). Важно отметить, что этот результат справедлив и без

гипотез слабого влияния. Наконец, достаточно слабых штрафов

за отклонение планируемых Sy и реальных Cj затрат для того,

чтобы сообщение достоверных оценок было единственной гаран-

тирующей и равновесной стратегией организаций (имеется в

виду равновесие при гипотезе (CB),). |



Глава У

НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ

До сих пор мы рассматривали статические, детерминирован-

ные системы, состоящие из центра и активных элементов. Ре-

альные экономические системы, как правило, имеют многоуров-

невую структуру (иерархические системы) и описываются дина-

мическими моделями со случайными или неопределенными фак-

торами. В этой главе кратко рассматриваются особенности, воз-

никающие при управлении иерархическими, динамическими и

стохастическими активными системами.

$ 1. Иерархические системы

Ограничимся исследованием особенностей управления иерар-

хическими активными системами на примере задачи производ-

ства продукции. Рассмотрим трехуровневую систему, состоящую

из центра (например, министерства), м промежуточных подси-

стем (объединений) и п элементов (предприятий). Обозначим

Q, множество предприятий А-го объединения. Пусть по-прежне-

му х; — план i-ro предприятия по выпуску продукции, 2; — за-

траты, причем 2;>>3;(x, г;). Определим план А-го объединения

как X,= У, x; и соответственно затраты 2, = У 24. При задан-
l=Qp 1=Qp

HOM плане затраты Z, ограничены снизу величиной

И, (Х)=шш >) 3, (x, п (1.1)
{21} 1€Qp

при условии > х:=АХь. В качестве целевой функции центра

1=Qp

примем

п т т

Ф (:)= Ха=» dS a= Ze > ши. (1.2)
=1 k=1 i€Qp =1

Задать механизм функционирования иерархической системы это

значит определить на каждом уровне способ формирования дан-

ных, целевые функции подсистем (объединений) и элементов

(предприятий) и, наконец, задать законы управления как цент-

ра, так и каждой полсистемы. При этом закон управления цент-
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ра и целевые функции подсистем должны выражаться через

агрегированные переменные {X,, Z,}, а законы управления в

подсистемах и целевые функции элементов — через исходные пе-

ременные {х,, 2;}.

Рассмотрим более детально вопрос о формировании целевых

функций подсистем и элементов. Если с — цена продукции, тогда

прибыль от производства продукции в количестве R

П=с— У Zp. (1.3)
г‘ - k=1

Примем, что фонд материального поощрения Dyga (II) является

возрастающей функцией прибыли. Часть (1—%)Ф»„„„ фонда идет

на поошрение работников аппарата министерства, а остаток

УФ»и„ распределяется между объединениями. Фонд материаль-

ного поощрения (МП) объединения образуется в результате от-

числений от объема реализации P,==cX, и прибыли П,=

=cX,—Z,. Обозначим а отраслевой норматив отчислений от объ-

ema реализации, 6 —oT прибыли. Тогда фонд МП объединения

равен.

= ( 4 5) Хь— Zh] =b[pX2—Zil,

aгде и =с ( ++) ‚ Заметим, что величину в квадратных скобках

можно интерпретировать как прибыль объединения, где и —неко-
т

торая «отраслевая цена» продукции. Из условия У Ф, = уФыин

k=1

определяем фонд МП объединения No, который и примем за его

целевую функцию

WX, — 2OD, = k Ё
mn УФыин. (1 .4)

> 5х, — 29
9=1

В свою очередь, часть (1—%,)Ф, фонда МИ объединения идет

на поощрение работников` аппарата объединения, а остаток

\»Ф, распределяется между предприятиями. Обозначая а», 6,

нормативы отчислений в фонд МП предприятия соответственно

от объема реализации сх; и прибыли Cx;—Z;, установленные в

объединении А, получим величину фонда МП предприятия i

f:=6,[A,.%:—2:], (EQ,
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где АА =с 1% . Из условия > р = у«Фь получаем
On ЕО

> gx; — 2)
1=Qp

i=

По аналогии с отраслевой ценой и, норматив A, можно интерпре-

тировать как «внутреннюю цену» продукции в объединении. Рас-

смотрим функционирование системы при встречном способе

формирования данных.

- |. Этап формирования данных. Каждое предприятие сообща-
ет в соответствующее объединение оценку S; эффективности про-

изводства. На основе оценок {s;, =0,} объединения формируют

агрегированные оценки о, эффективности производства и сооб-

щают их центру. |

Il. Этап планирования. На основе оценок {o,} центр опреде-
ляет «отраслевую» цену и(0) и планы {Х,(6)} выпуска продук-

т

ции объединениями У, Х, (6) =R, где R— план министерства).

k=1

Получив план X,, каждое объединение определяет планы
{x:(s, X,), i=Q,} и «внутреннюю» цену ^»(з, Х») продукции для

предприятий.

ПТ. Этап реализации. Каждое предприятие выпускает про-
дукцию в количестве х; с затратами 2; Сумма затрат предприя-

„ SI
THH i@Q, образует затраты объединения Z,, У, 2, — затраты

k

министерства Ha выполнение плана Л.

Далее определяется фонд МП министерства и последователь-

но фонды МП объединений и предприятий.

Перейдем к оценке эффективности различных законов управ-

ления в иерархической системе, считая 3,(%, /!) = м. Рас-
1

смотрим двухуровневую систему, состоящую из объединения Е

и входящих в него предприятий @,. Примем сначала, что план

X, задан. Тогда получаем задачу производства продукции в

двухуровневой системе. В главе [ было показано, что закон ОУ

$ Х
x, ($, Хь) = = Xp, [Е Ок, An ($, Xz) = = Se= У

k k ге

является оптимальным при любом плане X,>>0. Таким образом,

задача выбора оптимального закона управления в объединениях

решена. о | |

Перейдем к исследованию двухуровневой системы «министер-

ство — объединения». Определим минимальные затраты W,(X,)
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в объединении на выполнение плана XxX,

у, (Xs) = = Xb, He= > No.
Е =Оь -

В данном случае зависимость W,(X,) имеет такой же вид, как

и функции хг/2г; отдельных предприятий. Поэтому объединение

можно представить как одно большое предприятие, имеющее

коэффициент эффективности H,. Таким образом, мы снова по-

лучили задачу производства продукции в двухуровневой систе-

ме, для которой оптимальным является закон открытого управ-

ления

0

У 09 У Og
q=1 4=1

Таким образом, на всех уровнях системы сообщаются достовер-

ные оценки коэффициентов эффективности производства, на ос-

нове которых определяются оптимальные планы объединений и

предприятий.

Рассмотрим теперь произвольные зависимости 3;:(хь, г;). Ана-

лиз двухуровневых систем «объединение — предприятия» прово-

дится так же, как для соответствующих моделей в [ главе.

В частности, при гипотезе слабого влияния закон ОУ обеспе-

чивает достоверность оценок {5;’==г, i@Q,} в ситуации равно-

весия и оптимальность планов {x;, i@Q,} (все необходимые для

этого условия считаем выполненными). Однако при исследова-

нии двухуровневой системы «министерство — объединения» воз-

никают новые проблемы. Обозначим Й,(Х,, {г (=Q,}) мини-

мальные затраты объединения ^ на выполнение плана X,. Пусть

центр решил применить закон открытого управления. Функция

предпочтения k-ro объединения будет иметь вид

иХе— + (Хь, ($, 1+ Он).

Однако центр получает от объединения только одну агрегиро-

ванную оценку о, эффективности производства в объединении, а

не весь набор {5, i@Q,}. В предыдущем случае функцию
У, (Х», {г, (&=Q,}) удалось точно представить в виде агрегата

У, (Х,, Н,), где коэффициент A, имел смысл эффективности про-

изводства объединения (идеальное агрегирование). Ясно, что в

общем случае идеальное агрегирование невозможно. А это зна-

чит, что центр не может применить закон открытого управления.

Для данного случая это не так существенно, поскольку суще-

ствует много инвариантных законов управления, обеспечиваю-

щих в ситуации равновесия при гипотезе слабого влияния опти-

мальность плана {Х»’} в смысле минимума суммарных затрат
т

Ф*_ 
. [2

> Zz. Однако если затраты в системе планируются и в целевой

k=1
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функции центра есть составляющая потерь при отклонении пла-

нируемых затрат от реальных, то достоверность оценки затрат

У, (Х,) приобретает. важное значение. Обозначим P,(X,, в»)

оценку функции затрат W,(X,). Примем, что центр применяет

закон согласованного управления с функциями предпочтения

объединений

иХ+—Рь (Хь, 0»). (1 .6)

Предположим, что W,(X,) и Рь(Хь, 0.) — выпуклые, непрерыв-

но-дифференцируемые функции Х», причем X," >0.

Тогда в ситуации равновесия {o,"}

AP, (Х», Op) 7

dX,

в силу условий согласования и

dW, (X})
dX,

в силу условий равновесия. Ilyctp, например, Рь(Хь, вк) =X; /20;.
Тогда условия согласования имеют вид X,,” = 16,"

Axe y,

| (и)

ег |

77 |

ДИ еб |
/ |

и 4
и | Gy! !и

/ ant Oo |
YZ | | !
A | | . Puc. 5.1

д тт

Разрешим уравнение (1.7) относительно X, и обозначим

Хь =6 (и). На рис. 5.1 приведены графики функций yo,” H

Е, (в). Пунктиром показаны две линии WH,' и иНь, являющиеся

оценками снизу и сверху функции &, (1), т. е.

Wk < Ce (и) < иНЬ, (OS p< tmx,
Xp, ay (%y

< —
— “—_ e

HE dX, Hi
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Интегрируя, получаем

4
ОХ << ——Xi
2H? 2H}

Заметим теперь, что в ситуации равновесия H,'<0,°"<A,? для

всех К. Таким образом, агрегированную зависимость W,(X;)
2

можно приближенно представить в виде ‚ где коэффициент

k

эффективности H, He известён точно в объединении, а известны

только его границы [Нь, He} Теперь закон согласованного
управления с функциями предпочтения (1.6) можно интерпре-

тировать как закон открытого управления для случая, когда

объединение не знает точной величины коэффициента эффек-

тивности производства, а знает только границы [Нь Не] его
возможных значений. Теорему о достоверности информации для

закона ОУ можно в этом случае сформулировать следующим

образом: в ситуации равновесия при гипотезе (СВ), каждая под-

система (объединение) сообщает оценку о ЕН», Н»:].

Интересно отметить, что введение штрафов в целевые функ-

Xi

OR

реальных W,(X,) может увеличить суммарные затраты в ситуа-

ции равновесия при гипотезе слабого влияния. Действительно,

пусть штрафы отсутствуют. Тогда в ситуации равновесия при

гипотезе (CB), выполняются условия

dW, (Хь) _
dX,

ции объединений за отклонение планируемых затрат OT

и, (1.8)

которые являются необходимыми и достаточными условиями MHHH-
т т

мума суммарных затрат > Й,(Х+) при условии У Xr=R. При

k=1 , k=1

введении штрафов эти Условия в общем случае нарушаются,

поскольку минимум штрафов достигается при условиях

2, (X;)

x;
которые отличаются от (1.8).

Следовательно, равновесие в системе со штрафами уже не

будет определять план {X,",} с минимальными затратами.

Выходом из этого противоречия является так называемая

двухоценочная система формирования данных. Идея состоит в

следующем. Вместо одной оценки о» вводятся две о»! и о»'. Пер-

вая по-прежнему служит для формирования плана и отраслевой

цены, т. е. используется в законе управления {и (о'), X(o')}, а
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вторая только для прогноза затрат P,(X,, 0») и соответственно

для установления плана по затратам. Очевидно, что в ситуации

равновесия при гипотезе (CB), выполняются условия

1 1 1\2 __ 1
op = Ce (12), = = (#05 = М, (0%),

Op ~

что обеспечивает оптимальность плана и совпадение планируе-

мых и реальных затрат.

Если применение двухоценочной процедуры позволяет полу-

чить в равновесии оптимальный Илан и совпадение реальных и

планируемых затрат, то возникает вопрос, стоит ли заботиться о
построении наилучших приближений оценочных функций
P,(X,, 0,) к агрегированным зависимостям W,(X,). Приведем

ряд доводов в пользу построения таких приближений.

° Во-первых, чем «точнее» оценочные функции P,(X,, в») отра-
жают реальные зависимости W,(X,), тем «быстрее» будет полу-

чена ситуация равновесия, а значит, и оптимальный план в си-

стеме. Так, например, в случае идеального агрегирования, когда

существует оценка о, =Н, такая, что P,(X,, Н,) =, (Х,) для
всех X,, ситуация равновесия получается сразу, поскольку при

любой цене и оптимальная стратегия каждого объединения при

гипотезе (CB), одна и та же — сообщать оценку Hf, (эта оцен-

ка и принимается за коэффициент эффективности производства

в объединении). В случае «грубых» приближений для получения

ситуации равновесия требуется итерационная процедура форми-

рования плана и возникает серьезная проблема ее сходимости

(не говоря уже о скорости сходимости).

Во-вторых, чем лучше приближение функций P,(X,, On) к

И, (Х,), тем ближе оценки ов! и ©,’ (в случае идеального агреги-

рования они просто совпадают). Если различие оценок ох’ и 0»

достаточно мало, то практически можно перейти к однооценоч-

ной системе формирования данных, что уменьшает количество

информации, получаемой от объединений.

Наконец, в-третьих, если центр должен сообщать в вышестоя-

щий управляющий орган информацию о зависимости суммарных

затрат Фи, (А) от количества R выпускаемой продукции, то оп-

ределить достаточно точно эту зависимость он может, только

имея достаточно точные оценки P,(X,, с,) функций W,(X,). |

Итак, если проблема оптимального агрегирования решена и

на каждом уровне. построены достаточно точные агрегированные

модели соответствующих подсистем, то задача определения оп-

тимального механизма функционирования :B иерархической си-

стеме сводится к рассмотрению совокупности соответствующих

задач для двухуровневых подсистем.

Остановимся еще на одной проблеме. При исследовании двух-

уровневых систем мы считали, что целевая функция центра со-

впадает с целевой функцией системы. Это было оправданно, по-
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скольку мы предполагаем, что целевая функция системы выра-

жается через переменные задачи (т. е. планы х; и затраты 2),

и соответствующее выражение берем в качестве целевой функ-

ции центра. При определении целевой функции центра в иерар-

хической системе дело обстоит сложнее. Действительно, пусть

целевая функция системы M(x, 2) по-прежнему выражается че-

рез переменные, х„, 2. Однако целевая функция центра должна

быть задана как функция агрегированных переменных Z, и Х,.

В задаче производства продукции нам «повезло», поскольку
т

(2) = У z= У Z,, т. е. целевую функцию системы удалось

f k=1

записать как функцию агрегированных переменных. Очевидно,

это не всегда возможно, что приводит к проблеме приближенно-

го представления функции Ф(х, 2) в виде функции O,(X, 2).
n |

Пусть, например, Ф(2) = > pizi, где р:>>0 не все равны между

i=1

собой. Эту функцию уже не представить в виде функции OT пе-

ременных Ly Для приближенного представления можно, напри-

мер, определить Рь = —— У р,—«середний вес» затрат Ё-го.объ-та,
.

\,
единения H положить

т д

k=1

В данном случае можно, конечно, изменить систему агрегирован-

ных показателей. Так, например, определяя Z, = У, реь мы по-

=Оь

лучаем Dy (Z)= 5) Ze. Однако «веса» отдельных предприятий могут

k

меняться OT одного периода планирования к другому, а частая

смена системы планируемых показателей весьма нежелательна.

$ 2. Динамические модели

Рассмотрим несколько простых задач, в которых Ц решает

задачу определения плана и управления не в одном, а сразу в

нескольких периодах функционирования. При этом, как прави-

ло, планы отдельных периодов взаимосвязаны, что не позволяет

решать задачу отдельно для каждого периода. Возникает дина-

мическая задача определения последовательности планов Xi, H

управлений A,. Заметим сразу, что формально можно ‹рассмат-

ривать задачу как статическую, определив для каждого АЭ век-

тор плана х.={х», Е=1--Т} и вектор управления A= {^„, k=

—=1--7}. Поэтому принципиальных особенностей в исследовании
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функционирования динамических моделей по сравнению со ста-

тическими не возникает. Однако на примере динамических мо-
делей нам удобно рассмотреть ряд особенностей, возникающих
при управлении многомерными АЭ, состояние которых описыва-
ется векторными величинами.

Итак, рассмотрим задачу производства продукции. Пусть

коэффициенты эффективности производства г; не меняются в те-

чение планируемого интервала 7. Обозначим х„ — план, 2. —
затраты, A, — цена продукции в периоде k. Рассмотрим задачу
оптимального планирования —

` /

У, >) Pike — min (px > 0) | (2.1)
kt

>) >) Xie = RT. (2,2)
1k .

В данном случае «динамичность» модели определяется изме-

нением целевой функции центра от периода к периоду.

Предполагая, что ав > хи, определим оптимальное рещение
г.

задачи (2.1), (2.2)
1

a“

~ Г}

Xik = ЮГ. (2.3)

Pin 2) —!
ia Pia

В качестве целевых функций предприятий возьмем прибыль, по-

лученную за весь планируемый интервал,

T

F(A, хь 21) = У, (AnX ie — 21). (2.4)
k=1

Примем, что A,=A, т. е. цена продукции является стабильной в

течение интервала Г. Пусть лп($) = {^ ($), x(s)}, где х($) =

— {хи ($)} — некоторый закон управления. Предположим, что

X(s) — непрерывно дифференцируемые функции S,. Выпишем

условия равновесия при гипотезе (CB):, считая, что равновесие

достигается внутри области возможных ситуаций

Г xX \ OX |
у и =o. (2.5)
1 гг) OS;

Заметим, что принцип открытого управления определяется усло-

ВИЯМИ

5
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A=RIS. . (2.7)

Подставляя (2.6) в (2.5), получаем

ы —+) =0, (2.8)
vi

что определяет единственную ситуацию равновесия s*—r. Да.

лее, подставляя (2.6) в (2.1), получаем при $:=/:

Woy = 2) YEE = St УРиь Р; = У ри. (2.9)
k i 1 k

При исследовании статической задачи производства продукции

мы показали, что при гипотезе (CB), не существует закона, бо-

лее эффективного, чем закон ОУ. В данном случае это не так.

Действительно, рассмотрим закон управления

Xin = бь Ав, Cin > 0 (2.10)

R

Условия равновесия (2.5) для закона (2.10) примут вид

T ` Т
OS; A \
iki * 1 2> Qik (1 — )=0 $1 =i , В. = >) Qik.

i k=1k=1 "i1

Выберем теперь ai, таким образом, чтобы А,=В.. Тогда,

очевидно, S' =f единственная ситуация равновесия. Таким обра-

зом, любой закон (2.10) такой, что

Г

k=1

обеспечивает в ситуации равновесия достоверность оценок {5:}.
Заметим, что при ©„=1 мы получаем закон ОУ. Поставим задачу

выбора Gin, удовлетворяющих (2.12), так чтобы эффективность

закона (2.10), (2.11) была максимальной. Понятно, что в общем

случае мы получим закон управления более эффективный, чем

закон ОУ.

Если, например, существует у>>0 такое, что

Га 1
DS acl’ ar) =oik Pik
k=1

то, взяв Qj, = 1/ури, получим в ситуации равновесия
* ~

МЕ = No

и, следовательно, К.,==1. Пусть теперь коэффициент эффектив-

115



НОСТИ производства меняется от периода к периоду, например

Га р: (®—1),

где р; >0— темп роста эффективности. Оптимальный план

- r,+0,(k—1)Xik = — Pi RT. (2.13)
r,+e;(9 —1)

Pun 2
Pig

Обозначая $; оценку г; и о; оценку р, мы можем записать закон

планирования (2.10) в виде

Ав = Аи (Sit (Е—1)с;). (2.14)

Выписывая условия равновесия при гипотезе (CB),, получаем
т (- маи Ao,

У, Qik
b=1 r, + р; (& — 1)

г ain ($; (& —1) в)в—1 а | — tk Vi | i —0.Bev a( aT)

Для того чтобы S;"=r; и в’ =p; была единственной ситуацией

равновесия, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись усло-

вия (2.12) и (2.15)

T

У (&—1) an (1—0) = 0. (2.15)

mee k=1 |

По сравнению с предыдущим случаем число возможных вариан-

тов выбора Gi, в законе (2.14) уменьшилось, поскольку появились

дополнительные условия (2.15).

Наконец, пусть предприятия сообщают непосредственно оцен-

KH Sy, Коэффициента эффективности гк. В этом случае условия

равновесия при гипотезе (CB), для закона планирования

примут вид Ojpz ( Я =0, или ба = Ги из
ПЕ Ча

В данном случае достоверность информации обеспечивается

только для закона OY (&„=1).

Рассмотренные примеры приводят к интересной проблеме.

С одной стороны, желательно возможно более точное представ-

ление динамики коэффициентов эффективности по периодам.

Однако это приводит к увеличению числа сообщаемых оценок,

и, как следствие, к сокращению множества законав управления,

обеспечивающих достоверность информации. Так, если число

сообщаемых каждым предприятием оценок равно 7, т. е. сооб-
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щается непосредственно последовательность {5}, то из законов

вида (2. 16) только закон ОУ обеспечивает достоверность оценок.

С другой стороны, желательно использование «грубых» описа-

ний динамики коэффициентов эффективности производства, тре-

бующих для своего задания небольшого числа оценок, сообщае-

мых предприятиями. Действительно, чем меньше оценок сообщает

предприятие, тем больше. законов управления, обеспечивающих

достоверность информации в ситуации равновесия. Так, если

сообщается одна оценка 5$;— значение коэффициента эффектив-
ности в планируемом интервале, то все законы вида: (2.10) при

условиях (2.12) обеспечивают достоверность сообщаемой оценки.

Однако в этом случае о достоверности $; можно говорить только

в пределах ошибки приближения, . которая тем больше, чем

меньше параметров (т. е. чем грубее модель). Проблема заклю-

чается в выборе оптимальной модели, которая, с одной стороны,

обеспечивает достаточную точность описания динамики коэф-

фициентов эффективности производства, а с другой — дает ‘воз-

можность выбрать достаточно эффективный закон из множества

законов, обеспечивающих достоверность информации в ситуации

равновесия.

Остановимся еще на одной проблеме, которая возникает
при исследовании динамических моделей. До сих пор мы счи-

тали, что целевая функция предприятия в планируемом интер-

вале равна сумме целевых функций по периодам. Пусть, однако,

Г}

fi (A, Ар 2;) = > (NX ik — 2),

k=1

где Г.<Т (случай T;>T сводится к случаю T,;=T, который уже

рассмотрен).

Ограничимся исследованием случая г„=!:. Рассмотрим закон

управления (2.10). Условия, обеспечивающие достоверность ин-

формации в ситуации равновесия,

Г;

> ок (1 —Ojx) = 0. (2:17)

= 1

Проблема здесь в TOM, что дальновидность предприятия I, ха-

рактеризуемая числом периодов 7;, в центре неизвестна. А если

Ц при определении Op, руководствуется условиями (2.12), то

(2.17) может не выполняться, что приведет к искажению сооб-

щаемых данных. Можно предложить следующий выход. Пусть

предприятия вместе с оценками $; сообщают также ‘оценку 6;

числа периодов 7;, которые учитываются в целевой функции

предприятия. Центр определяет параметры &„(6;) закона управ-

ления (2.10), удовлетворяющие условию
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у aie (60 [1 — 0» (01 = 0. (2.18)
k=1

Возникает вопрос, при каких дополнительных условиях Ha a, (6,;)

сообщение достоверных оценок S;=f; является единственной рав-

новесной стратегией предприятия. Обозначим

T; Г

A; (Ть 8;) = У, ae (9;), В;(ТГь 0) = > Giz (0;).
k=1 k=1

* A; (Т,, 9,) *
Заметим, что $; =, . Поэтому для того чтобы $; =7и, необ-

В; (Тр, 90)
ходимо и достаточно

Г;

k=1

Подставляя $; в целевую функцию предприятия i, получим

5) May (0) г A, {T;, 0] т — A; (T;s 91 Min (9) _, AIT) 9;]
ТТ BT в ВИТ, 0] ° 2 2 ВИТЬ в,

17 1

Условие (2.19) выполняется, если O&,=1, что соответствует за-

кону ОУ. Другим достаточным условием выполнения (2.19) яв-

ляется 0,=Т; (в этом случае (2.19) следует из (2.18)). В свою

очередь для того, чтобы сообщение достоверной оценки 6;"=Т;

(а следовательно, и 5; =г;) было единственной равновесной стра-

тегией предприятия [, необходимо и достаточно, чтобы функция

т; 3

a, (0ALT; 8) _ BE в)
В,(Т,, 0, 71

У 6)
=] '

достигала максимума по 0; BT. 0,= Т..

Рассмотрим подробно случай Т==2 (планируемый интервал

равен двум периодам функционирования). Пусть Т,=1. Тогда

$“==7/0 И, следовательно, @,=1. Поскольку значение Т; цент-

ру не известно, то следует взять ©. ==1 независимо OT 6;. Далее,
пусть 7;==2. Тогда при 0;=1 имеем |

_ 42,4] _ Иан

B, (2, 4] 192 (1) °

Если же 0;=2, то из условий а. (2) =аи=1 и а (2) +» (2) =
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=a? (2) +1, (2) получаем a2(2) =1. При этом

ад (2) + a7, (2)

Наконец, требование максимума Аг(Ть 6;)/B,(7;, 6;) при 0.=Т;

дает условие

[+o (IP 201 +04 (1),

которое выполняется при любых &:.5=| (проверьте самостоя-

тельно). Окончательно получаем, что достоверность оценок

$: =; в ситуации равновесия обеспечивается при выборе

n= l, ie (1) >0, Cie (2) == |,

Упражнение 2.1. Определите возможные значения ок (8;),

обеспечивающие достоверность оценок 5;==7; в ситуации равно-

весия для случая Г=3 (планируемый интервал равен трем пе-

риодам функционирования).

= 2,

$ 3. Стохастические активные системы

Особенности управления стохастическими системами рас-

смотрим на примере задачи производства продукции. Пусть

коэффициент эффективности производства г; является случайной

величиной, имеющей функцию распределения F,(r:), d<nix<D.
Поэтому случайной величиной являются и затраты 2.>3:(хь г}.

Примем в качестве целевой функции системы математическое

ожидание суммарных затрат

Ф (2) = У, M,, [2.

f=1

, 

1

Найдем оптимальное решение задачи в случае 3, (хи, =.
r
i

Имеем р . _

( — yx? = — x?D(@)=¥ w= 3} | a P= Yt (3.1)

где

“ D —1 |
ш = | —авци) (3.2)

|
d

Получили детерминированную. задачу производства продукции,

в которой роль коэффициента эффективности производства

играет величина м; (очевидно, 4<:=< 0). Будем предпола-
гать, что Д не знает вида функций распределения F;,(r;), а зна-
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чит, и величин wi. Предприятия знают соответствующие функции

распределения. Если теперь взять в качестве целевых функций

предприятий на этапе формирования данных ожидаемую при-
| 1

быль, т. е. математическое ожидание функции Mi 5 Xi TO
r
i

получим

1 oe
фе (A, хь Ps) = Ах; — РИ Xi. (3.3)

i

Задача полностью сведена к соответствующей детерминирован-

ной постановке, подробно. рассмотренной в главе I. Так, напри-

мер, если каждое предприятие сообщает в Д оценку $; величины

Lt, то при законе ОУ

х: (5) = =R, ($) = = (3.4)

в ситуации равновесия при гипотезе (CB), обеспечивается $; =
=; Заметим, что оценка $; играет в описанной схеме функцио-

нирования двойную роль. С одной стороны, это оценка детерми-

нированной величины |м, используемая для определения плана

и цены в законе (3.4). С другой — это оценка случайной вели-
“ 2

чины 7;, используемая для оценки затрат и: = > Такая двойст-
t

венность оценки $; приводит к парадоксу, с которым мы уже

сталкивались в & | при исследовании иерархических систем: вве-

дение штрафов за отклонение реальных затрат 2; от планируемых

и; может ухудшить функционирование системы! Рассмотрим,

например, кусочно-линейную целевую функцию предприятия

fi (A, Xt, 21,4) = AX, —2y— 8) (и — 2), (3.5)

а | . @rae ( .) =, если W> 2; H ( :) = —В, если ч;< 2;. Примем,

что a< |. Тогда и
r
[

Определим математическое ожидание целевой функции

$1

г 2

ac х! a {1 1 | ar )=

= Kx; 1 xi, (3.6)
21; ( В)
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где

$

пд [чаи +в (5 И] |

(3.7)

Подставляя закон управления (3.4), получим

$,

D; S = 2$; ];— : . 3.8

Условия равновесия при гипотезе (CB), будут иметь вид

и - |+ у =! |+
1; (5 21; (s,) ds; n; (s;)

1
+ > a+ B) Fi (s)—a] =0. (3.9)

Очевидно, что S;==p; не является в общем случае решением

этого уравнения. А поможет ли в данном случае введение двух-

оценочной системы формирования данных, как было сделано в

$ 1? Обозначим о; оценку случайной величины г, используемую
4 о

для планирования затрат Wi= > xy, а si оценку величины |,
о.

L

используемую для определения плана и цены. В этом случае вы-
ражение (3.6) примет вид

4

No X;, 0;) =AxX,— xi, 3.10P; ( ) i mn, ©) (3.10)

где y:(0;) по-прежнему определяется выражением (3.7), если за-

менить $; на о;. Теперь условия равновесия будут иметь уже

другой вид

wt (3.11)

Для того чтобы $;' =: была равновесной стратегией, необходимо,

чтобы 4; (0:") = ци. А для этого необходимо, чтобы

a

oO;

— F, (64) =| а). | mwi 1
we eee жа e

e
 

ea 
Е
Н

Понятно, что условия (3.12) для произвольных распределений
не выполняются. Таким ао в данном случае введение штра-
фов только «ухудшает» план в ситуации равновесия.
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Пусть теперь целевая функция центра на этапе реализации

имеет вид

п |

4 4 у 4 4 2
re —— — ——] | %, ’ > 0, 1,у | + (3) al 2 ¥,8>0,¥<

‚ 11

что соответствует потерям в системе при несовпадении плани-
руемых и реальных затрат. Тогда целевая функция центра на

этапе планирования

п

хм
i=1 а

п

+ Се- еюi=1

Xi,=. (с;)
где

o

Оптимальное решение этой задачи легко получить

~ 1, @))= ii

7 Dy 1/6).
7

К,

где в; определяется из уравнения

F,(o)= —.
«(9 y+6

Заметим теперь, что если взять «=, В=6, то ni (O;) совпадает

с 1: (0:). Кроме того, в этом случае

ог = о, 9": (0;)

и, следовательно, план в ситуации равновесия является оптималь-

НЫМ.

Кратко рассмотрим постановку задачи управления стохасти-

ческими системами в более общем случае. Пусть Ф (2, x) — це-
левая функция центра, [+ (А, х., 2.) — целевые функции предприя-

тий. Предполагая |; убывающими функциями 2, можно поло-

жить, что 2.=З;(хХь г:), где г.— коэффициент эффективности про-

изводства (случайная величина, имеющая функцию распределе-

ния F,(r,)). Подставляя 2;=3; (x:, г.) в целевые функции центра
и предприятий, представим их в виде W(x, г) и ф: (А, Xi Ti).
Тенерь задачу центра можно сформулировать как задачу стоха-

стического программирования

Ч (x) = М, [® (x, r)] > min (3.13)
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при условии

i=1

(или более общем условии хЕХ, где Х — множество возможных

планов).

В качестве целевых функций предприятий примем, каки

ранее,

ф; (A, Хх) — M,, [9 (A, Xi, ri)).

Функции V(x) и ф:(^, х:) не известны центру, поскольку ему не

известны функции распределения F;(r;). Пусть, однако, зависи-

мость W(x) и Ф. (А, х,) от функций распределения определяется

заданием конечного числа параметров qi;. Например, если функ-

ции распределения Р:(г., 4:) известны в центре с точностью до

параметров gi, то функции V(x, а) и ф. (А, хь, 4:) также будут за-

даны в параметрическом виде. Таким образом, получаем следую-

щую задачу оптимального планирования

$ (x, 9) > min (3.15)

при условии (3.14). |

Обозначим 5$; оценки параметров Gi, бообщаемые предприя-
тиями в центр на этапе формирования данных, л($) = {^ ($),

х($)} закон управления. Мы получили детерминированную по-

становку задачи управления, которая была подробно рассмот-

рена в первой главе. Эффективность закона управления, по ана-

логии с соответствующим определением в гл. [, равна (предпо-

лагаем Ч, (49) >0)

К (x) = пт" 9.
ае® Ч (9)

где W,,.(q) — значение целевой функции центра в оптимальном

решении задачи (3.14), (3.13), а

Ч; (4) = max Ч (х ($), 4],
$ЕТ(9)

где T(q) — множество решений соответствующей игры.



‚ Глава УГ: :

ПРОСТОЙ АКТИВНЫЙ ЭЛЕМЕНТ

$ 1. Описание элемента

_ В этой главе мы рассмотрим взаимодействие центра с одним

стохастическим элементом (например, предприятием, выпускаю-
щим однородную продукцию). Задача центра — назначить (или

утвердить) элементу достаточно высокий и надежный план. Со-

стояние элемента определяется одной скалярной величиной у

(реализация), имеющей функцию распределения Р(И). Оценка
х величины Y утверждается в качестве плана простого AQ. Целе-

вую функцию АЭ f(x, y) будем называть законом стимулирова-

ния -(7(х, у) может соответствовать, например, ‘величине` фонда

материального поощрения в зависимости от плана и его реали-

зации).

Способность АЭ «работать с различной ффективностью в за-
висимости от заинтересованности» формально отразим с помощью

параметрического семейства распределений

р = [7 если y<a,
о (У) = 1, если ую,

где « — граница реализации у, устанавливаемая AD исходя из

его интересов. Пусть, например, закон стимулирования

F(x, у) =y—a (x—y)*, a>0,

где а (х — 9)? — штраф за отклонение реализации OT плана. Анализ

зависимости f(x, ¥) (рис. 6.1а) показывает, что при и>=+>-,
&

f(x, у) yOpiBatoujaa функция у. Очевидно, в этом случае АЭ уста-

навливает границу ох (рис. 6.16), поскольку выпускать

(1.1)

продукции больше, чем r+, невыгодно.
of

Рассмотренное семейство распределений (1.1) соответствует

таким параметрам, которые могут быть «сознательно уменьше-

ны» активным элементом, если это соответствует его интересам

(производительность труда, количество и качество продукции,

урожай, т. е. такие показатели, увеличение которых существенно

зависит от организации труда и в конечном счете от заинтересо-

ванности человека, коллектива, организации, предприятия). Од-
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нако параметр у может соответствовать таким показателям,

уменьшение которых существенно определяется умелой органи-

зацией труда и заинтересованностью коллектива и которые, на-

оборот, могут быть «сознательно увеличены», если это выгодно

элементу (продолжительность разработки, затраты материаль-

ных и денежных средств ит. д.). Такие параметры, очевидно, бу-

дут описываться семейством распределений

Е - | 0, если ухо

o(Y) = Е (и), еслифу >o.
В дальнейшем мы ограничимся исследованием семейства распре-

делений (1.1).

В случае детерминированных АЭ достоверная оценка пара-
метров элемента определялась естественным образом. Для сто-

хастических АЭ такое определение не годится, поскольку Y — слу-

(1.2)

a y, G |

f | и
/ | |

и | |
/ | | ~___|. Puc. 6.1

г rf y 2+ I

чайная величина. Величину 1—F (x) назовем надежностью оцен-

КИ Х. Пусть задана требуемая надежность д плана. Достоверной
оценкой реализации у называется максимальная оценка, имею-

щая надежность не ниже требуемой 4. План x, равный достовер-

ной оценке, будем называть напряженным планом.

Будем предполагать в дальнейшем, если не оговорено особо,

что F(y) непрерывная и строго возрастающая функция у на

[0, co), причем F(0)=0. Тогда достоверная оценка (соответст-

венно напряженный план) определяется из уравнения |

Е (<) =1—49. ‘ (1.3)

$ 2. Анализ адаптивного способа

Анализ адаптивного способа формирования данных прове-

дем для закона стимулирования |

f(t, 9) = | а (х— у), если х> у,
x,

= \y—By—x), если x<y,
где a, В — постоянные коэффициенты, причем &>0.
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Коэффициент @ определяет «штраф» за невыполнение плана,

а В — за перевыполнение (случай В<0 соответствует «премии»).

На рис. 6.2 приведены графики функции f(x, у) при различ-

ных значениях ©, В. В дальнейшем (если не оговорено особо)

будем считать, что закон стимулирования | (х, и) и функция рас-

пределения F(y) одни и те же для всех периодов функциониро-

вания.

Активность элементов при адаптивном способе формирования

данных проявляется в способности устанавливать границу w pea-

лизации у. Обозначим {@,, А>0} последовательность границ,

где „граница в периоде К, Е =0 рассматриваемый период

функционирования. Заметим, что в периоде R=0 AOD не знает бу-

17 (549) |

_ Puc. 6.2
ra

od I

дущих реализаций y,(k>0). Поэтому в качестве оценок целевых

функций в будущие периоды функционирования возьмем матема-

тические ожидания соответствующих величин (не забывайте, что

функция распределения реализации у в периоде k>O имеет вид

Ро, ()). Что касается рассматриваемого периода R=0, то здесь

ситуация несколько другая. Дело в том, что решение об ограниче-

нии реализации и, <. AD принимает в тот момент, когда грани-

ца ®, уже достигнута. Вопрос, решаемый AD при выборе грани-

цы, можно сформулировать так: если И=® то стоит ли далее

увеличивать реализацию? Поэтому целевая функция в рассмат-

риваемом периоде при принятии решения о величине ®, имеег

вид | (Хо, Wo), а критерий эффективности с учетом будущих перио-

LOB

ne, ©) =F ©) + У 8 f(s Y) dog). (2.2)
k=1 0

Для того чтобы выписать в явном виде критерий эффек-

тивности (2.2), определим математическое ожидание (x, ©)
функции [(х, у) при заданной границе w. Возможны два случая:

а) граница не меньше плана, 6) граница не больше плана. Если
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граница w не меньше плана, то

n (x, wo) = (1 —В) jo ( F (y) ty —(a+) [Е (у) ау-ЕВх. (2.3)
0

Если граница ‹ не больше плана х, TO

n(x, o) = (1 +4) jo—| Е (y) ty — ax, (2.4)
0

При w= оба выражения (2.3) и (2.4) совпадают

n(x, x) =х— (1 +a) | (и) dy. (2.5)
0

Заметим, что

lim fo [Е (и) ty =H,
@—0O

со

где и = | ydF (у) —математическо # ожидание величины у.

0

Будем рассматривать случай, когда оценка X44, зависит толь-

ко от плана х, и реализации Ys, т. е.

Задачей активного элемента является определение wo, обеспечи-

вающее максимальное значение целевой функции (2.2) при на-

чальном плане Хх и законе изменения плана (2.6). Ограничимся

анализом законов (2.6), обладающих следующими свойствами:

a) W(x, у) — монотонно возрастающая функция и, причем

W(x, x) =x,

6) (x, у) — выпуклая вниз функция и,

в) W(x, и,) =х. |
Для того чтобы условие (в) ‘выполнялось, определим закон (2.6)
в виде

_ Xk, если YR< Xp,
kv = (2.7)ЧФ (хь, ук), если Ye > Xe,

где функция V(x, у) уже не обязана удовлетворять условию

(в), но удовлетворяет условиям (a) и (6). Из (2.7) и (2.4) сле-

дует, что граница , всегда не меньше X,. Аналогично Хь+1 >Х,,

так как V(x, у) — возрастающая функция. у при Ух.

Лемма. Пусть & (2) — выпуклая вниз, монотонно возрастаю-

щая функция 2, & (1) =1. Тогда функция V(x, у) =хЕ(у/х) удов-

летворяет условиям (а), (6). Доказательство очевидно.
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В дальнейшем будем рассматривать закон (2.7), где Ч (х,,
Yn) =n§ (Ya/Xn) и Е(2) удовлетворяют условиям леммы. Разрешив
уравнение Xq44=X,§ (%/Хь) относительно ®„, получим

Фик == Хьб (Хьча/Хь),

где $ — функция, обратная &.
Назовем простой последовательность {w,}, такую, что ®:=и=

=W (Xo, @) для всех {> 1. Для простой последовательности целе-
вую функцию 1 (х, ®) можно в случае их, записать в явном ви-
де как функцию только хо и и= Ч (Xp, Wo)

1 (Хо, 4) = (1 —B) x,6 (=) + Brot je +a) | F ed .и

x

Tak как €(/x,) выпуклая вверх функция и и| и— (1 ГА
0

— выпуклая вверх функция и, то п (хо, и) —выпуклая вверх функ-

ЦИЯ И.

Определим производную (предполагаем & непрерывно диф-

ференцируемой функцией)

пе и)= (1—8) = (=) МИ — (1-0) Е (и).

Обозначим

1 [41—By,~
г) -11.ala O41]

В силу выпуклости вверх п (хо, и) по и, оптимальное значение и

для простой последовательности определяется из следующих со-

отношений:

если Р (х) >х (1), то и=х.,

если Шт х (2) >1, TO U= +00,
z—0O

х (2) =

если %(1) > F (x9) и lim х (2) < |, TO и определяется из урав-
2-00 |

нения

Е (и) =x(u/x,). (2.8)

Обозначим и‚, решение уравнения

Е (и) =х (1), если х(1) <1.

Так как х(и/х) возрастающая функция х, и убывающая функ-

ция и при В<1, то решение уравнения (2.8) u(x.) — возрастаю-

щая функция Xo. Учитывая также, что при No—и,р, U(X) =X, TO
для любого «и,» справедливо U(X) >%. Если теперь активный

элемент будет придерживаться правила выбора границы в, =

== x,0(U(X_)/X_) при х,< иг, TO последовательность планов {хи}
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сходится по вероятности к и;,. Ясно, что решающее правило

W, == Хаб (и (X,)/X,) не является в общем случае оптимальным.
Теорема 6.1. Если x,>Uu,,, то правило o,=%) является оп-

тимальным.

Доказательство. Заметим, во-первых, что если, начиная с не-

которого $: @;=const (15$), то оптимальные значения ®:==%

для всех i. Это следует из того факта, что любая часть {w:, ik}

оптимальной последовательности также является оптимальной.

Так как последовательность {w;, {5—1} является простой, если

@;=const для всех i>S, то для нее W:=*X,-, для всех #>5— 1, по-

скольку Xt Xo Upp. Ho тогда и последовательность {oi i>
—>5—2} является простой и, значит, W;=X,-2 для всех i> 5—2.
Продолжая таким образом, получим, что ®;=х, для всех #. Рас-
смотрим разность между величиной т (х», O,) для оптимального

правила и величиной, соответствующей составляющей ху —

“9
— (1 —a) \ Е(х)4х простой последовательности. Эта разность не пре-

0

вышает по модулю некоторой величины A. Тогда величина целе-

вой функции в простой последовательности ®:=х. для всех i от-

личается от величины целевой функции для оптимального прави-

ла не более, чем на

6° `
——ЛА 0 при soo.
1—5

Следовательно, решающее правило в, =х,(®,=х,) является оп:

тимальным.

Последовательность планов {x,} является неубывающей слу-

чайной последовательностью. Поскольку любой план %-< Ц,» яв-

ляется неустойчивым в том смысле, что граница в, >>х. (если бы

Wo==Xo, ТО =, было бы оптимальным правилом, что неверно),

то последовательность {X,} такая, что х< и,, сходится по вероят-

ности к плану Upp, который является наименьшим устойчивым

планом. Заметим, что из всех устойчивых планов No —и,р план Upp
Хо

«самый выгодный», так как Х— (1+4) | F(x)dx убывающая

\

0

функция х при XS И,р.

«Разумной» стратегией (решающим правилом) активного эле-
мента при переходе к плану и,› является также выбор границы

O,=X,5(Urp/X,). Такой выбор гарантирует, что план Х,< и: и

обеспечивает вероятностную ee, ky

Пример 1. Пусть 2 = (2) =22, тогда. —Vz, С’ (2 y= 1/2V 2,

~ 1 — В Xo 1 1—8x (2) = eee | Е +1], 1 F Use) = “fe +1], сли 2aNV>
> 1 — В; в противном случае игр = + о.
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Пример 2. 4

Пусть Е (г) =Ус-+(1—с)2г, 0<cx< 1

~ —с ‚ 2(O=|/ ==, ¢G=— |
1—e Уе-ди—9

План и, определяется из уравнения

Риз) = 7 waco! |
если aN (1—с) >1-—8.

Пример 3. Пусть Е (2) =c+ (1—с)2, 0<с<1,

> __ 2—с ‚= _ 1

Уравнение для определения U,, такое же, как в примере 2.

Пример 3 заслуживает более подробного анализа. В этом слу-

чае С’(2) не зависит OT г и поэтому U(X.) =и;, при любом Xp.

Упражнение 2.1. Покажите, что при Ё(г) =с-{ (1—с)г,

0=—с<1, правило |

Ц и — CXp .

Фр =X, a } = —^ (Ир > Xp)
Xp 1—c ’

является оптимальным.

В случае B=! независимо от вида функции &(2) план и,р оп-

ределяется из уравнения

1
Е (Игр) = —— 2.9(ue) = (2.9)

причем «разумная» стратегия активного элемента в, = ла [ =)
Xp

также является оптимальной (докажите самостоятельно).

Проведем анализ другого способа учета будущего

No ©

fos в) У Fee И dFog(Y), (2.10)
kR=1 0

ограничиваясь случаем линейной функции €(2) =с-+ (1—с)г, 0—

<c<l. Требуется определить решающее правило W(X), обес-

печивающее максимальное значение целевой функции (2.10).

Если B<1, то ®х= со, так как N — последний период, учитывае-

мый активным элементом. Предположим сначала, что план Хо

достаточно мал. Границу Wy-, активный элемент устанавливает

в (\М—1)-й период, решая задачу максимизации выражения

м

oy-s (1 —B) + Bxw-1 + (1 —В) и -+ Вх — (@-8) | F (x) de,
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rile хм = 6хм-, | (1 —с) ®м-1. Максимум этого выражения Достига-

ху — CX.
ется при фи. = +, где хм удовлетворяет уравнению

* 1 — Вс
Е (x 2.11
А = ера. ON)

Предположим, что a+fh>1+ac, так как в противном случае

On-1= С°.

Таким образом, мы получили оптимальное решающее прави-

ЛО Wy-1(Xw-1). Оптимальное решающее правило Wy-2(Xw-2) уже

не удается выписать в аналитическом виде. Мы получим прибли-

женное решающее правило, предполагая, что Ум. = ®-! и, сле-

довательно, хи=Х . В этом случае границу ®х-› активный эле-

мент определяет из условия максимума выражения

7 ON-1

(1 —B) Ow-2+Brw-2t+(1—B) | Owa— fF (x) 4х | +Bxwa—
0

*N-1 *N

— (a+) | Е (x) dx-+ (1 —B) p+ Вх — (@--В) | Е (х) ах,

0 an 0

| (2.12)

. ХМ — OX yoy
где величина xy уже определена, граница ®м-, = ‚а

1 —с

^NoМ-1 — СА М-2

ON 2 = 1 —с
No

“NoМ-1 — САМ-2

1 —с
Максимум выражения (2.12) достигается при ®м-» =

»

где Хм-, определяется из уравнения

s s

Г — В) с “м — СА М-1(0+) F (ху) — F =1.
—с 1 —с

* a

Отметим, что Хм-, не зависит OT Хм-.. Повторяя вывод, получим
*

аналогичное уравнение для определэния плана хм-. в зависимости
s

от плана Хм-, и т. д. Обозначим х=о(х’) величину плана х

в периоде k, если план в период (k+1) равен x’. В неявной фор-

ме зависимость д задается уравнением

(a+) 20) — СОР Е“) =1. (2.13)
1 —с

Анализ (2.13) показывает, что o(x’) — возрастающая функция
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x’, Обозначим х* решение уравнения

F (x)= ———2 —., (2.14)
a+t+p—ac—c

Заметим, что X*<xXy, так как

1—с 1 — Вс

рые < (% + В) (1 — с) при а-- В > 1 ас.

Докажем, что с (х’) <x’, если х’>х*. Предположим обратное,

что Х=0(х”) >x’ при x’S>x*. Заменим в (2.13) x на x’. Тогда

в силу того, что левая часть (2.13) возрастающая функция х,

имеем

[@-++®9— Ро) <1

и, значит, Хх’<х*, что противоречит условию х’>х*.

Таким образом, последовательно применяя преобразование с (х’),
* . * * + * *

получаем хм = lim o(x’), Xy-y=O(Xy)... Xp =O (х2). Если x, > Xp,
x’—00

TO решающее правило Wy = (X,"—cx,)/(l1—c), a если x,°<X, TO

решающее правило ==. дают приближенное решение задачи.

Пример. Пусть F(y) равномерно распределенная на отрез-

ке [0,10] случайная величина

0, если y<0

F(y)=4 Oly, если y<y< 10, (2.15)

l, если y > 10.

Примем a=2, B=0,5, с==0,5.

Из уравнения (2.11) получаем F(xy*) —0,6 и, следовательно,

Хн* =6. Уравнение (2.13) принимает вид

2,5х— (x’—0,5x) =10

или X= = (10+) для 5х’ 6.

Решение уравнения (2.14): х*=5.

Таким образом, имеем

». * 4 1

xn =6, tya=5-, Хм ==, ХNoМ-3=05 —

5+ (7) ”, М1.

Если начальный план х* <х=<хк*, то в любой период Rk име-

ет место х* Ху и, следовательно, для надежности любого

плана справедливы оценки

1—с . : 1 — Вс

вое < < ева -а ° (2.16)
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Если x,< х*, то вероятность надежности плана xX, пойасть В ин-
тервал (2.16) стремится к 1 с ростом номера периода. Интересно

1
отметить, что при В=| обе оценки совпадают и равны ipa’

-~&
s *

При этом x°=Xy и, следовательно, X,=x" для любого k>1.
* x*— cx,

Оптимальное правило = для любого М, Хх".

Упражнение 2.2. Проведите исследование закона изменения
плана

(1 +A)x, если y<(1+A)x,
Ч (x,y) = (1+) | ), если y >(1+A)x, A> 0,

у

(4 + A) x

$ 3. Анализ встречного способа формирования данных

Сначала рассмотрим встречный способ формирования данных

для законов стимулирования вида (2.1). Математическое ожида-

ние [(х, у) является целевой функцией активного элемента на

этапе формирования данных, поскольку при встречном способе

оценка состояния, сообщаемая в рассматриваемом периоде, не

влияет на величину целевой функции следующих периодов. Этот

факт является важным достоинством встречного способа форми-

рования данных.

Пусть коэффициент В в законе стимулирования меньше |.

Тогда [(х, y) — возрастающая функция у и поэтому граница

ш—= со. Из (2.3) непосредственно получаем

w—-00

li ) = (1 —B) H+ Bx—(a +B) | F (y) dy, =

=В— (&-- В)Р (x). (3.1)

Так как F(x) — возрастающая функция, то 1(х) — выпуклая

вверх функция х. Поэтому оптимальная оценка х определяется

следующими соотношениями:

если B<O, то Е(х) =0, т.е. оценка х равна минимальному

значению состояния и;

если «=0, To F(x) =1, т. е. оценка х равна максимальному

состоянию и;

если, a, В>>0, то оценка х определяется из уравнения

в __ 1Е) = ут = 28. (3.2)

В

Таким образом, при a>0, 0<В<! можно обеспечить любую
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надежность оценки путем соответствующего выбора отношения

a/B, а значит, и достоверность этой оценки, если положить

“—_9_ 3.3)
В 1—9 |

(4 — заданная надежность оценки).

Если В 1, то функция f(x, у) принимает в т. у=х максималь-

ное значение. Поэтому граница w=xX (при B=! активный эле-

мент может установить любую границу ®>х). Функция т (Хх, ©),

согласно (2.5), достигает максимума в X, определяемой из урав-

нения

Е (x) = (3.4)
А-а °

Достоверность оценки также обеспечивается выбором @ = т a
—9

Замечание. Можно рассматривать АЭ, который, устанав-

ливая границу @ для состояния у в рассматриваемом периоде,

учитывает разность А=иу—® в случае у>® в следующем перио-

де. Функция распределения в следующем периоде будет иметь

вид Р(х—А). Для таких АЭ уравнение (3.2) в общем случае не
будет справедливым. Действительно, при YX и ®==с0 доход

активного элемента равен у—В(и—х). Если же AD установит

«==х, а разность Y—X учтет в оценке следующего периода, то его

доход в рассматриваемом периоде с учетом части дохода следую-

щего периода будет равен x+6(y—x). Если 6<1-В, то АЭ це-

лесообразно установить &=с<о и уравнение (3.2) останется спра-

ведливым. Если же 6>1—В, то AD целесообразно установить

границу ®=х, и его целевая функция примет вид

х— (1 +a) [ F(x)de +6 fu—9 dF (x).

Оптимальная оценка в этом случае определится из уравнения

1—6 1

1—6+a 14. a а В

1—6

и уже зависит от дальновидности активного элемента.

Проведем анализ встречного способа для более сложных, чем

(2.1), законов стимулирования

f(x, у) =y—§(y—x),

где &(2) — штраф за отклонение от плана. Будем предполагать
f(x, у) — неубывающей функцией у, что позволит положить гра-

НИЦУ woo, Штраф Ё(2) будем считать неотрицательной, выпук-
лой вниз функцией 2, причем (0) =0. Достаточно общим видом
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функции штрафа является кусочно-линейная (рис. 6.3)

(6) НВ: (2—8), если и«а«Ьы, i=0-+s,
где

— 00 = yyy CZK ww. ка<а«а=0=
=в< < ... < В. < Би = 00,

1 а >... ра ра >a, >0< 8) <B,< ...<p,< 1.

После несложных выкладок получаем следующее уравнение для

определения оценки х, сообщаемой AD центру:

t

У аа) (+a) = У УВ), (3.6)
i=0 i=0

где V(x) =1—F (x), a-.=f-.=0. В частности, при t=s=0 и

Oo, Во >>0 получаем результат (3.2). Естественно предположить,

что $ +В, >>0 и t+a,>0 (в противном случае одна из частей

уравнения (3.6) будет равна 0). При таком предположении урав-

1<(2) .

— = < -hm | Aa Z ‘a Puc. 6.3
a, 04 2 2

нение (3.6) имеет единственное решение. Действительно, выра-

жение, стоящее в левой части уравнения, является возрастаю-

щей, а в правой — убывающей функцией х. Кроме того, при

х—==0 величина левой части равна 0, а правой положительна; при

X==00, наоборот, величина правой части равна 0, а левой — по-

ложительна. Отсюда и следует единственность решения YpaB-
нения.

Пусть F(x) — симметричное распределение, (F(u—x) =
=V(u+x)), а штраф Е(2) — симметричная функция (&(—2г) =
—Е(2)). Тогда решением уравнения (3.6) является х=и. Дей-
ствительно, поскольку @:==В., а.=—0; для всех 1=0, 1,2,..

..., [==S в силу симметрии функции штрафа, то уравнение (3.6)

запишется в виде |

й ,

У! (и— 6-1) [F (х—в)— И («В =0, . (3.7)

и в силу симметрии распределения выполняется при Х==и.
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При выводе уравнения (3.6) существенным является предпо-

ложение о монотонности по y функции | (х, у), что позволяет по-

ложить границу «=. Если это условие нарушается, следует

учитывать возможность установления границы «< со (см. при-

веденный выше анализ случая В>>1 для функции (2.1)). Рас-

смотрим несколько примеров определения оценки в случае гра-

НИЦЫ © < oo,

ее,

Аи _ Рис. 6.4
0 w, 7

Пример 1.

(x, y)=y—a(x—y)’, a>0. (3.8)

Функция f(x, у) достигает максимума по у в точке 2ax-+ а

(рис. 6.1). Очевидно, что АЭ устанавливает границу o=r+

Математическое ожидание n(x, «) целевой функции (3.8)

o

N(#, ©) =o —a (x—o)— | [1 +2a(x—y)] F (y) dy.
0

~ 1
Максимум (%,@) по x достигается вточке X= y— 5’ где

0%

«и. определяется из уравнения

Wo
1

‹ 0%

0

Заметим, что при a—-0, woo и

limx = lim В — [Е (и) dy) =U.
: 0

Геометрически величина х равна площади фигуры ОВСД на

рис. 6.4 при Условии, что площадь фигуры ОАВ равна 1/24.
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Пример 2.

f(y)—a(x—y), если х>у,

(к, y= рвы если x<y,
где [(/) — неубывающая выпуклая вверх функция у. Так как
f(x, у) при у>х достигает максимума в Ym, определяемой из

уравнения /’(y) =В, то «=у»„ или о=х. В отличие от предыду-

щего примера Ym не зависит от плана xX. Поэтому если F (Ym) =

>В/(«- В), то x по-прежнему определяется из уравнения (3.2).

Если же F (Ym) < В/(а-ЕВ), To F(x) =f" (x)/a+f" (x).
Полученные выше результаты для непрерывного случая лег-

ко обобщаются и на дискретный вариант. Пусть состояние актив-

1S (2)

P On ee ee eee

и wm o—

Puc. 6.5

“

ного элемента может принимать конечное число значений Yi,

/,..., И» Соответственно с вероятностями Pu, р», ..., Pr. Обо-
5—1

значим F,=0, Е, = > р» (s>1). Предполагая целевую функ-

1

цию [(х, у) монотонной по у, выпишем ожидаемое значение
штрафа

Му (у—х)| = >) &(Ye—*) Pe. (3.10)
k=1

Для единственности минимума (3.10) достаточно строгой выпук-

лости вниз (2). Если Е(2) — кусочно-дифференцируемая функ-

ция, то х определяется из соотношений

XE (и —=) рь<0, D}E*(Ye—X) pe > 0, (3.11)
k

где 7 (&*) — левая (правая) производные функции штрафа no x.

Если функция штрафа является кусочно-линейной и, следо-

вательно, нестрого выпуклой вниз, то возможны несколько значе-

ний х, обеспечивающих минимум ожидаемого штрафа. Рассмот-

рим, например, функцию (2.1) при 1>8В>>0, a>0. Условия
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(3.11) в влучае /,-=<х< у. (2<$=<г) примут вид

—aF,+B(1—Fs)=0 (3.12)

или ЕЁ; = .
a+ В

Если существует такое $, что (3.12) выполняется, то любое

хе [У.-, Ys] обеспечивает минимум (3.10). В противном случае

оптимальная оценка X,=— Ys, т. ч.

ВPoa > tg > Fs (3.13)

Трудности, связанные с анализом поведения активного эле-

мента в случае невыпуклой вниз по у функции штрафа рассмот-

. 175$)

Рис. 6.6

рим на примере ступенчатой функции (рис. 6.5)

а, если, 2« — а,

Е (г) =\0, если, —a<z<J, (3.14)

В, ели, 26.

Как следует из графика целевой функции (рис. 6.6), АЭ целе-
«ообразно либо вообще не устанавливать границы (&=со), либо

установить w= xX+0.

Если @==00, то ожидаемый штраф равен

aF (x—a) +B[1—F(x+5)],

а если ®=х- В, то

x+b

aF (x—a)+u— | V(y) dy.

`В данном случае выписать простые условия оптимальности оце-

нок х и тем более оценить их надежность достаточно сложно.
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$ 4. Сравнительная оценка способов формирования данных

Как показывают результаты $ 2, адаптивный способ в рас-
смотренном случае не обеспечивает достоверности оценки состоя-

ния, так как надежность «предельного» плана Upp, как правило,

зависит от степени дальновидности активного элемента. Исклю-

чение составляет случай В=|, при котором надежность плана

Uryp Не зависит от степени дальновидности и равна @/1+a. Что

касается встречного способа формирования данных, то в случае

кусочно-линейного закона стимулирования при соответствующем

выборе коэффициентов а, В удается обеспечить достоверность

сообщаемой оценки. Интересно отметить, что при В=| досто-

верность оценки обеспечивается при одной и той же величине @

для обоих способов. Разница заключается в том, что при адап-

тивном способе, во-первых, последовательность планов сходится

по вероятности к плану Ихгь, в то время как при встречном оценка

плана сразу имеет требуемую надежность (конечно, если актив-

ному элементу известна функция распределения F(y); в против-

ном случае АЭ вынужден восстанавливать Р (у) на основе извест-
ных данных о состояниях в прошлые периоды, и сходимость к

оптимальной оценке также обеспечивается только в вероятност-

ном смысле). Во-вторых, при адаптивном способе напряженный

план никогда не будет перевыполнен, в то время как при встреч-
ном это не исключено, если В< 1.

$ 5. Многомерный активный элемент

Закон стимулирования (2.1) для многомерного активного эле-

мента

= м | ( ) и | (5.1)
т

где aj>0, 0<8;<1. Примем, что ху=юодл, У=ел, где У, WT.
1=1

Такую модель содержательно можно интерпретировать следую-

щим образом. Предположим, что предприятие может выпускать

в каждый момент времени продукцию только одного вида. В этом

случае т; определяет планируемую часть общего времени Т рабо-

ты предприятия по выпуску продукции вида j. Оценка о; соответ-

ствует планируемой производительности по ]-му виду, a 2, — ре-

альной. Соответственно х;,=ол; — план предприятия по выпуску

продукции вида f, а у; — реальный выпуск. Наконец, А, — цена

единицы продукции вида |, а. &, В, коэффициенты штрафной

функции. [(^, х, У) определяет при этом объем реализации с уче-

том штрафов за отклонение плана от реального выпуска. Пред-

положим, что предприятие не может изменять времена т; (это мо-

жет быть связано, например, с необходимостью использования
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определенного оборудования или скоропортящегося сырья, гра-

фик поставок которого определен централизованно). Тогда y;=

—2л; и математическое ожидание функции | (A, X, у)

1 (^, x)= У, ryt; | [“— ( и (1-2) AF ;(2;) = У, М) (0),
j=1 0 —B; j=1

где

hy (oy) = (1 —By) py + Вю, — (аи By) f Е} (2) dz,

Максимум й,;(0;) достигается при значении с;’, удовлетворяю-

щем уравнению

В,
F;(o;) = 5.21(0]) a, +B; (5.2)

Обозначив r;=h; (01), получим 1 (A, x)=) Ajtjr;, Если при этом

f

Положить i =1—gq, то оценка 0; будет достоверной.
о, +B;

Если предположение о невозможности для предприятия изме-

нять время т; не имеет места, анализ его поведения на этапе фор-

мирования данных существенно усложняется. Действительно,

пусть в момент #<Т план предприятия по j-My виду продукции

еще не выполнен. Тогда, выпуская в интервале ($, #41) продук-

цию вида /, предприятие получит ожидаемое приращение целевой
функции A;(1+a,;)u,dt. Если же к моменту # план по продукции

вида | уже выполнен, то ожидаемое приращение равно A;(1l—

—f;)u,dt. Очевидно, что предприятие будет выпускать в момент f¢

продукцию, обеспечивающую максимальное ожидаемое прира-

щение целевой функции. Примем, что

min Ay (1 ay) py > max Ay (1 —В/) py.

В этом случае предприятие не будет выпускать сверхплановую

продукцию до выполнения плановых заданий по всем видам про-

дукции. Упорядочим виды продукции таким образом, что

No (1064) pr > No (1 + 2) pe... Am (1+ т) ит

(для упрощения примем, что все числа Aj(1-+a;) и, различны).

Пусть, наконец, Е — единственный вид продукции, такой, что

No (1 — Вь) ик = пах. (1 —By) No.

Тогда поведение предприятия На этапе реализации плана можно

описать следующим образом. Виды продукции выпускаются в

очередности их номеров, причем переход к выпуску следующего
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вида происходит, как только выполнено плановое задание по пре-

дыдущему виду. Если выполнен план по всем видам продукции

и осталось время до конца планового периода, выпускается про-

дукция вида k. Для формального анализа примем, что предприя-

тию планируется выпуск продукции в заданном отношении, т. е.

Xj=6,)%,, |>1. Обозначим и‚=1/г, w=T/x,, Е, (и) — функция

распределения величины и; (предполагаем, что Wy, Us, ..., Ит-и,

Um — независимые случайные величины). Ограничиваясь анали-

зом случая т=2, В, =В,=1|, б.=06, выпишем величину целевой

функции предприятия при различных значениях 21, 22;

а) шв, ш, f(A, w, и) = ЕТ,

6) u, + du, >и, и: < м, P(A, м, и) — Е ее Г-

4. No @ + 4) (1 —“)r,
wlg

Ожидаемое значение целевой функции

w = (w=)
5A

n(w) = (dF, (4) | МЕТА (uy) +
0 о

Й

+ far, (a) | лвл 4. +9 | м) т
0

Us w

= (ш-и!)

x dF (uy) + | | ( т a) ai at | T dF, (и). (5.3)

Обозначим w,(6) значение w, обеспечивающее максимум (5.3).

= —— т мтТак как x, 2 =’ 5, + о, ‚ то

+4 2% = (6). (5.4)
0; Os 0 |

Таким образом, сообщение любых оценок о+, O2, удовлетворяющих

(5.4), обеспечивает максимум (5.3). Определение (5) аналити-

ческим путем представляется достаточно трудной задачей, более

целесообразно в данном случае использование метода Монте-

Карло.
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$ 6. Переоценка и прогноз |

Оценка активным элементом состояния B текущем периоде
становится все более точной по мере’ реализации плана.

Поэтому целесообразно допускать переоценку и соответствую-

щее изменение плана в определенные моменты времени. Опреде-

лим функцию штрафа за переоценку Ё, (9,—и.), где и, план на
момент ¢, о, — новый план. Будем предполагать, что &, — неубы-

вающая функция |9:—и.| и выпуклая вниз функция 2:==0,— и,
причем ЕЁ, (0) =0. Примем сначала, что допустима только одна

переоценка в определенный момент времени т. Выпишем значе-

ние целевой функции в этот момент, учитывая, что и.==х

Lr (1 —B)+Bor—(a +B) | Ех (у) dy— &(%:—х), (6.1)

где F.(y) — функция распределения у в момент т. Условия оп-

тимальности новой оценки

-< FP 2a +B < Fy (1) < ath (6 )

гдеЕ*+, Е. — соответственно правая и левая производные функции

Е; по 2.. Пусть, например,

|

Ye 24 > 0, |

Ex (24) = | т (6.3)
— ber» 2r< 0.

Тогда (6.2) принимает вид

т T

Е В В
¢ (Uz) = aap если Е. (х)« ав *

в+8 — ве —
F,(v;)= т ‚ ели F,(x)> Г (6.4)

ав a+ B и

B—y— p+0——
Uy=X, если ZLB < Е. (х) < В

Важно отметить, что допущение переоценок не влияет на

оценку, выбираемую в начале периода. Действительно, в начале

периода Р.(у) =Ё(у) для любого т, в частности, и для последне-

го возможного момента т, переоценки, определяющего план От,

Целевая функция АЭ с учетом всех переоценок запищется в
виде
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Uv
Cy у

No (1 — В) Во, -\(@ +В) | FY)dy— У Би Orga (6.5)
0 k=1

где и. =х. Легко убедиться, что это выражение достигает макси:
мума при U;,=%X для всех Rk, где х определяется из уравнения

Е = 3 что эквивалентно отсутствию переоценок.

Переходя к рассмотрению случая нескольких переоценок т:,

т,..., Ts, заметим, что для кусочно-линейной функции штрафа

(6.3) решение о величине изменения оценки в любой момент вре-

мени принимается на основе соотношений (6.4), как если бы мы

имели дело с единственной переоценкой. Этот факт легко полу-

чить, анализируя выражение (6.5). При анализе произвольных

выпуклых вниз функций штрафа следует уже учитывать BO3MOX-

ность изменения оценок в будущие моменты.

Предполагая для простоты функции Ё,(2.) непрерывно диф-

ференцируемыми (обобщение на случай произвольных выпуклых

вниз функций элементарно), выпишем необходимые и достаточ-

ные условия максимума выражения (6.5)

д , д

дот, А = де, [на (Orta Pre) k=|~+s—l,

B—(a+B8) Fr, (©) —= Ex. (U;,—U1,_,) = 0. (6.7)

Обозначая Uz, через и, из условий (6.6) последовательно выра-

жаем Uz, через х и 9. Подставляя затем от, (x, 9) в (6.7), опре-

деляем оптимальное значение новой оценки о в зависимости OT *.

Пример. Пусть Е. (2) =y2"t/T.

Из условий (6.6) находим

k

0,=0+>! 7 0 k>1,
q=2

Подставляя в (6.7), получаем Hn.

iY
: В—20—т.

т 7 s

Fy, оу, — (v—x) |=
hae 1 о В

Распределение изменения оценки на ряд моментов времени

является недостатком строго выпуклых вниз функций ‚штрафа.

Поэтому целесообразно использовать кусочно-линейные зависи-

мости вида (6.3).
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Аналогично можно рассмотреть задачу прогнозирования со-

стояния в будущие периоды функционирования и уточнения прог-

ноза по мере накопления информации (пред ставляем проделать

это в качестве упражнения). рva

$ 7. Проблема синтеза законов стимулирования

Рассмотрим систему из И простых AQ. Пусть Ф(у)—$ (у—

—х) целевая функция системы, где составляющая $ (у—х) оп-

ределяет потери от несоответствия плана и реализации. Задача

центра заключается в обеспечении максимума ожидаемого зна-

чения М/Ф(у) —S(y—x)]. Эту задачу Ц не может решить сам

по двум причинам. Во-первых, Ц не знает функций распределе-

ния состояния активных элементов и, следовательно, не может

определить ожидаемое значение целевой функции. Во-вторых, в

рассматриваемой нами схеме функционирования он не определя-

ет план, а просто утверждает полученные от активных элемен-

тов оценки состояний. АЭ сообща могли бы решить задачу вы-

бора оптимального для всей системы плана. Однако они

действуют независимо друг от друга, сообщая оценки состоя-

ния, обеспечивающие максимум функции > Ми [А (я, и) =
i

_ м; > Vile (Xt, 4. |, где у:>0 для всех i, Если бы функция

i

> vili(Xi, Yi) была «близка» к D(y)—S(y—x) в области возмож-
i

ных значений X и у, то план х обеспечивал бы ожидаемое значе-

ние целевой функции системы, близкое к максимальному. Эти

рассуждения позволяют поставить проблему синтеза целевых

функций как проблему оптимального приближения целевой

функции системы с помощью функций | (x;, и). Ограничимся рас-

смотрением целевой функции Ф (у) —5$ (у—х), неубывающей по

у, с функцией потерь $ (2), выпуклой вниз по 2=у—х; причем

о (0) =0. Будем искать законы стимулирования ]:(хь и;) в виде

Ен (yi) —Е(/:—х:), неубывающих по y,, с функциями штрафа

Е: (2:), выпуклыми вниз по 2.=у:—х: и (0) =0. В этом случае

достаточно определить оптимальное приближение $ (2) с помо-

щью Ё,(2;). Итак, мы пришли к задаче оптимального представле-

ния выпуклой вниз функции © (2) в виде > нЕ: (2:), где yi,
i

E;(2;) — выпуклые вниз функции 2;. Отметим, что величина y,>>0

не влияет на сообщаемые активными элементами оценки х..

‚ Рассмотрим несколько случаев приближенного решения про-
блемы синтеза.

а) Пусть © (2) = > $: (2;). В этом случае Е; (2:) =л:5: (2:1).
i
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6) Пусть верояхность больших отклонений Z мала. Тогда с

достаточной точностВю © (2) можно представить в виде У! 5: (2),
ы| 

i

где

95+ (0)

д
_ |

. (21) ]0- (0)
д

2, если` 2: > 0,

———2; если 2;< 0.

| 02;

Получаем случай а) и, следовательно, Ё, (2) =^/5:(2:). Заметим,

что в данном случае решением проблемы синтеза являются ку-

сочно-линейные функции штрафа с коэффициентами В.=0$* (0) /

[92., &==—OS~ (0) /0z;.

в) Пусть мала вероятность больших значений 2; для более чем

одного активного элемента. Тогда хорошее приближение обеспе-

чивает функция 2 Е, (2:) = 2 у:5: (2:), где $:(2:) =5 (0, 0,

‚0,2, 0,..., 0).

r) Поскольку величина коэффициентов yy; не влияет на оценку
х, то при ограниченной области изменения 2 можно искать при-

ближение функции $ (2) в классе функций таких, что > E.(2;)) >
i

>S(z). В этом случае сумма ожидаемых штрафов активных

элементов дает оценку сверху ожидаемого штрафа системы.

Возможным вариантом для выпуклых вниз функций $ (2) явля-

ется УЕ) =+> $(пг:), где s,(nz,) определяется анало-
i nm;

гично случаю в). Действительно, обозначим 27 точку такую, что

21 —=2,=2/ =0 для всех #527. Тогда

$9 =5(5 и OD) < 5-е)
/ ]1

Пример 1.

В (3 *) ‚ если У 220,

S (2) =. ! 1
—a (2 *) ‚ если У2< 0,

| i i

где a, В>0.

Если имеет случай 6), тт —

Вг» если 2; > 0,
в) vibe ae

—V,02;, есля 2;,<.0.

Как легко убедиться, такой же вид функции штрафа имеют и

для случаев в} иг).
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/Пример 2. /

, |

S()=9 (>=) ‚ roe O>0.

i

Малые отклонения для рассматриваемой функции потерь нечув-

ствительны для системы, поэтому функции штрафа следует оп-

ределять с расчетом на большие отклонения. Если имеет места
v 2 |

случай в), то ЕЁ; (2:) =y.2;, где у. >0. Для случая г) справедливо

t

}

1
E; (2;) =; >= (nz; = 127.

Учитывая, что положительный множитель не играет роли, мы

получаем в обоих случаях один и тот же‘вид функции штрафа
2

Е: (24) =z i. |
Заметим, что при функции потерь системы вида © (> “i) MHHH-

i

MYM ожидаемых потерь обеспечивается при плане. x=!) =,

i

где и— среднее значение величины >. При функции штрафа

t

vi2i и неубывающей по у целевой функции AD сообщает x;,= pj.
Для суммы независимых случайных величин имеет место и =

= У i. Таким образом, в данном случае функции штрафа Viz; дают
i

оптимальное решение проблемы синтеза законов. стимулирования.



Раздел II \

ДВУХУРОВНЕВЫЕ АКТИВНЫЕ СИСТЕМЫ

В этом разделе мы дадим строгое и последовательное изло-

жение теории двухуровневых активных систем. Это наиболее

разработанная в настоящее время область теории активных сис-

тем. Кроме того, как показано в гл. V, задачи управления мно-

гоуровневыми, динамическими или стохастическими активными

системами часто удается свести к исследованию двухуровневых

моделей.

Глава УП

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

$ 1. Структурные элементы двухуровневой активной системы

Структуру двухуровневой иерархической системы образуют

центр, т.е. подсистема, осуществляющая управление в системе,

п подчиненных центру подсистем (активные элементы), совокуп-

ность переменных, описывающих состояние элементов системы и

Ц

- 2

A

Puc. 7.1

| Crag | |

связи между подсистемами, которые удобно задавать графом
связей G. Вершины графа С соответствуют элементам системы.

Дуги графа С могут отражать как материальные, так и инфор-

мационные связи. |
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Для того чтобы учесть «внешние» связи элементов системы,
введем структурный элемент «внешняя среда». К нему будем от-

носить и некоторые «пассивные» элементы (например, центра-

лизованные склады). На рис. 7.1 изображена АС, состоящая из
центра, централизованного склада и двух активных элементов.

$ 2. Описание активных элементов

Каждый АЭ имеет вход, выход и канал управления. Состоя-
ние такого объекта управления будем задавать вектором состоя-

% Х ° ®

ний на входе уг = {yij, |=1-- рр}, вектором состояний на выходе
ВЫХ

и“ = {yi7", j=1+ py} и вектором управления с», (рис. 7.2).

Полный вектор состояний {-го AD обозначим и: = (и"^, игы®),)

BX вых 5 -

pi +p; =p; Имея в виду экономическую интерпретацию, вектор
состояний у: удобно назвать вектором реализации (или просто

OL | Чит

Ii Si

Puc. 7.2

реализацией i-ro AD). Опишем теперь канал управления. В ие-

рархических системах вектор управления с; задается центром.

Выбор компонент вектора управления осуществляется при фор-

мировании структуры иерархической системы и ориентирован на

конкретный объект. Особо выделим компоненты вектора управ-

ления, определяющие «желательное» значение соответствующих

компонент реализации и назовем их планируемой реализацией

или планом. При этом для каждого АЭ может планироваться как

вход (поставки ресурсов, например), так и выход (выпуск про-

дукции, затраты на производство и т. п.). Вектор-план, устанав-

ливаемый центром для i-ro AD, будем обозначать х==(х;*, x7").
Размерность и; в общем случае больше размерности плана х,,

т.е. Y; может планироваться полностью или частично. Сначала

мы рассмотрим случай, когда размерности и; и х; совпадают для

всех АЭ.

Наряду с планом центр устанавливает и ряд других парамет-

ров А == (Ал, As, ..-, Ar). Вектор A будем называть просто «ynpae-

лением». Как правило, его составляющие являются общими для

всех или нескольких АЭ (например, цены, нормативы отчисле-

ний, коэффициенты штрафов и т. д.). Обозначим L множество до-

пустимых управлений. АЭ имеет определенную свободу выбора

реализации у; из множества У; возможных реализаций. Множе-

ство 7; определяется «внутренними» ограничениями элемента
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(например, мощностью предприятия, его специализацией, техно-

логией производства и т. д.).

Пример 1. В экономико-математической литературе имеет-

ся большое число моделей типа «затраты — выпуск», в которых

множество возможных реализаций 7; задается следующим об-

разом: y; ЕУ;, yp GY; (y;_). К такому типу моделей отно-
сятся, например, рассмотренные в первом разделе задачи произ-

водства продукции и распределения ресурсов.

В иерархических системах свобода выбора реализации огра-

ничена следующими обстоятельствами. Во-первых, установление

центром плана может «сузить» множество реализаций (напри-

мер, задание централизованных поставок сырья, естественно, ог-

раничивает выпуск продукции предприятием). Во-вторых, огра-

ничения на выбор реализации могут определяться другими АЭ

(как правило, таким ограничениям соответствуют «горизонталь-

ные связи» между элементами — поставки сырьевых продуктов,

например). Прежде всего мы рассмотрим случай, когда АЭ не-

зависимы в том смысле, что множество возможных реализаций

AS ограничивается только планом x; (АС с независимыми актив-

ными элементами). Таким образом, 1-й ‘AS имеет возможность

независимого выбора реализации Y; из некоторого множества

В;(х.) возможных реализаций при плане x; (очевидно, что

В: (х:) CY,). В более общем случае множество B; может, конечно,

зависеть и от управления A. Рассматриваемые ниже постановки

задач без труда обобщаются и на этот случай.

План 1-го АЭ будем называть реализуемым, если существует

ЕТ, такое, что у:=х.. Очевидно, что в АС с полностью плани-

руемой реализацией множество реализуемых планов X; совпада-

ет с множеством возможных реализаций У; для каждого AO,

причем

если х.ЕЕХ+, то хЕЕВ; (х:). (2.1)

Индивидуальным целям каждого АЭ соответствует целевая функ-

ция И, =| (А, хь yi). Естественно предположить, что при несов-

падении плана и реализации АЭ штрафуется. Формально это

можно отразить в виде | |

P(A, ль Ys) «РО, Ys, Yi), если ж=еуь (2.2)

т.е. при данной реализации и; значение целевой функции 1-го AQ

максимально, если реализация и; была запланирована.

$ 3. Учет будущего в критериях эффективности АЭ

Функция W,;=—f;(A, x, yi) отражает интересы AD только в рас-
сматриваемом периоде функционирования. Это оправданно, если

принимаемые решения в данном периоде функционирования не

влияют на будущие периоды (более точно, на план х+, управле-

ние A и множество возможных реализаций B,(x%,) в будущие
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периоды). Однако если такое влияние имеет место, то естественно

принять, что АЭ прогнозирует последствия принимаемых реше-

ний. В качестве примера укажем на известный в экономике прин-

цип «планирования от достигнутого», когда выпуск продукции

предприятием в данном периоде влияет на планы будущих пери-

одов. В таких условиях предприятиям может оказаться целесооб-

разным снижать эффективность работы «сегодня» с тем, чтобы

обеспечить выгодные условия работы «завтра». Как отмечается

во многих работах, практика планирования от достигнутого при-

водит в ряде случаев к занижению хозяйственными организация-

ми своих возможностей при формировании планов. Способы и

степень учета будущего для различных элементов во многом оп-

ределяются субъективными характеристиками руководителей.

Функцию, которая отражает интересы АЭ в данном периоде функ-

ционирования с учетом будущих периодов будем называть кри-

терием эффективности АЭ с учетом будущих периодов функцио-

нирования. Так, в качестве критерия эффективности AQ, учиты-

вающего в ^-м периоде функционирования N,; будущих периодов,

можно принять

R+N;

Wi=fild’, x7, y+ У ВМ, xf, yf). (3.1)
9=#+1

Число No, равное числу будущих периодов, учитываемых AD в

критерии эффективности, называется степенью дальновидности

i-ro AQ.

Другой формой отражения будущего может быть представ-

ление критерия эффективности как суммы целевой функции в

текущем периоде и взвешенной суммы целевых функций в после-

дующих периодах

9= 1+1
Г

Можно рассмотреть случай, когда суммирование распростра-
няется только на ряд последующих периодов. Коэффициент 5] ",
называемый в экономических работах коэффициентом дисконти-

рования, характеризует степень дальновидности элемента /,=

—6./1—6.. Обычно предполагается, что 0<6,<1. Особенностью

критерия AC. 2) является его скользящий характер И: = (^^, ХЕ

у") +6: ИЕН, т.е. критерий эффективности в периоде К есть сум-
ма целевой функции в периоде & и взвешенного критерия эффек-
тивности следующего периода. В качестве критерия эффективно-

сти можно рассматривать и функцию следующего вида:

q~Wis min 6; м, xi, Y yf), roe 1<8&< 0,.
4>>

которая также имеет в некотором смысле скользящий характер

Wi =min (No, 6,7").
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$ 4. Описание АС в целом

Описание АС в целом включает в себя описание структурных

элементов AC: центра, активных элементов, внешней среды и

АС как системы элементов. В детерминированных моделях бу-

дем предполагать состояние внешней среды известным как цен-

тру, так и активным элементам. Центр будем считать админист-

ративным органом, имеющим право устанавливать управление и

план в каждом периоде функционирования. Кроме того, Ц имеет

право проводить «реорганизацию системы» с целью повышения

эффективности управления. Более подробно действия центра мы

рассмотрим ниже.

Состояние АС определим как совокупность состояний АЭ

у= {и:}, УЕУ. Здесь У множество возможных состояний АС в
п

целом [Ус [] У; | Соответственно план АС определим как со-

вокупность планов AD x= {x;}. Множество реализуемых планов

Х АС в системе с полностью планируемой реализацией совпада-

ет с множеством У возможных состояний AC.

' Целевая функция Я =Ф (/, x, у) активной системы удовлет-

воряет условию

Ф (^, х, у) <Ф ()^, у, у), если xs4y, © о (4.1)

что соответствует потерям в системе при несовпадении плана и

реализации (например, введение штрафов в Целевую функцию

центра управляющим органом более высокого уровня).

$ 5. Активная система с независимыми активными

элементами

Разберем более подробно понятие активной системы с неза-

висимыми активными элементами. Как отмечалось выше, в АС

с независимыми AS при установленном плане х, AD может вы-

брать реализацию и; из некоторого множества B;(x;) независимо

от других элементов. Возможность такого выбора требует опре-

деленных ограничений на план х. А именно любой план х должен

удовлетворять условию

~B(x)CY, где В ®=П В; (x). | (5.1)
i=1 .

Действительно, только в этом случае любой выбор реализаций

y:iSB,(x;) даст реализацию системы y@Y. Множество планов х,

удовлетворяющих (5.1) обозначим через Z. Очевидно, в системе

с независимыми элементами процедура планирования в центре

должна быть такой, чтобы получаемые планы xe@&Z. Приведем

несколько примеров систем с независимыми. элементами.

Пример 1. (Распределение рёсурсов.) Рассмотрим

АС, состоящую из центра, п предприятий и централизованного
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склада сырьевых ресурсов. Обозначим R; количество ресурсов

вида | на складе в рассматриваемом периоде функционирования

(j=1+m). Составляющие плана x= {xX} соответствуют пла-

нируемому центром распределению ресурсов по предприятиям.

Примем, что предприятия используют все распределенные им

ресурсы, т.е. уз ==хвх, Из условия > И! <R;, получаем, что
i

множество Z определяется неравенствами
п

BX

> хи < Rj. (5 2)
i e

Переработка ресурсов на предприятии i дает определенный эф-

фект уг” (скаляр). Обозначим V;(y;") максимальный эффект,
который можно получить на предприятии {Е при существующей

технологии производства и производственных мощностях. Реаль-

ный эффект у;^ может быть меньше У; (иг) по причинам пло-
хой организации труда, слабой заинтересованности предприятия

в раскрытии всех резервов производства и т. д. Таким образом,

множество У; реализаций и множество А; реализуемых планов

описываются неравенствами

Y= (yt, yr 0< yt о, Оку И (у,

Xp (0p, HP 0 <P оо, OS KP хр}.

Множество 8;(x;) определяется соотношениямн

В (x)= (yr, угу хр, OS uP << УЦхГ)}.3

Заметим, что изменение множеств B,(x;) изменяет и множество

2. Пусть, например, Ц предоставляет предприятиям право пере-

расхода каждого вида ресурса до 10% от планируемых коли-

честв. Множество В;(х;) в этом случае будет определяться усло-

ВИЯМИ

Bi(x) =, YP er <u АР, О<и“« Ук},

а множество Z :
„о

вх вых, вх 10
д = Я, м >> yi Sa К . (5.3)

i=1

Центр должен при распределении ресурсов учитывать ограничения

(5.3). Если же Ц будет и в этом случае учитываТь «естественные»
nh

ограничения (5.2), To при У xi7 = Ry и выборе у} =1,1ху’ соот-

i=1

ветствующая реализация yg Y. Следовательно, AC уже не будет

системой с независимыми элементами.

Пример 2. (Горизонтальные связи.) Рассмотрим

АС, состоящую из центра и n предприятий. Примем, что пред-
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приятие i выпускает продукцию одного вида, используя в качест-

ве сырья продукцию других предприятий. Обозначим ry количе-

ство продукции /-го предприятия, требуемое для выпуска едини-

цы продукции предприятием i. Обозначим далее и;””— количе-

ство продукции, производимое предприятием # (скаляр), у! —
количество продукции, поставляемой 1{-му предприятию с 1-го.

Тогда множество У; возможных реализаций предприятия i описы-

вается условиями

ух

око, << min. (5.4)
Pryj>o Ги

Множество У возможных реализаций АС определяется условия-

ми (5.4) и

Уи <”. (5.5)

Обозначим xX; — вектор планируемых поставок предприятию i

другими предприятиями, х;”” — планируемый выпуск продукции
предприятием i. Определим множество. В,(х:) условиями (5.4) и

следующими ограничениями: ;

BX BX ВЫХ `..ВЫХ

Изм, PX. (5.6)

Очевидно, что множество Z определяется условиями
п

| tml

‹ Если отказаться от’условий y; >> xX; , которые представля-
ются слишком жесткими требованиями безусловного выполнения

предприятиями плановых заданий, то систему с независимыми

элементами можно получить при наличии достаточных запасов

продукции на складах. Множество У при этом будет описывать-
п

ся только условиями (5.4), т.е. У = | Yi.

[=1

Пример 3. (Сильные штрафы.) Система с сильными штра-

фами характеризуется резким уменьшением значения целевой

функции АЭ при отклонении. реализации от плана. Другими сло-

вами, наказание за отклонение от плана настолько велико, что

разумной стратегией поведения АЭ является безусловное выпол-

нение плановых заданий, т.е. у=х. Корректность такого опре-
деления системы с сильными штрафами требует реализуемости

плана х, т.е. хеЕХ. При этом АС, очевидно, является системой с

независимыми элементами, так как B(x) =хеЕХ==У.
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Рассмотренные примеры показывают, что АС с независимыми

элементами является достаточно общей моделью организацион-

ных систем. |

$ 6. Описание центра и его действий

Центр отвечает за эффективность функционирования системы
и обязан заботиться о совершенствовании системы управления.

В связи с этим Ц имеет право менять структуру системы и меха-

низм ее функционирования (закон управления, целевые функции

элементов и т. д.). Мы будем рассматривать действия центра по

формированию механизма функционирования и по выработке
управляющих воздействий при сформированном механизме. :

I. Действия центра по формированию механизма функциони-
рования системы.

а) Организация процедуры формирования данных. Для при-
нятия решений о значениях управления и плана Ц должен рас-

полагать информацией о возможностях, потребностях и целях

элементов. Без ограничения общности можно принять, что MHO-
жества Y;(r;), B:(%, r:), ¥(r), известны центру с точностью до

значения параметров r= {ri}, где rf; векторы конечной размер-

ности. Относительно значений г; Ц располагает меньшей инфдр-
мацией по сравнению с AQ. А именно мы будем рассматривать

случай, когда Ц знает лишь множества Q; возможных значений

г, В то время как каждый АЭ располагает достоверной инфдр-
мацией относительно fr; Если знания r= {r;} с точностью лишь

п

до множества (= TT; недостаточно для эффективного управ-
1=1

ления системой, то. Ц должен организовать процедуру формиро-
вания данных. Подробное описание таких процедур будет pac:
смотрено ниже.

6) Формирование системы стимулирования. Действия центра
по формированию целевых функций АЭ называют критериаль-

ным управлением, что на практике связано с возможностью H3-

менения системы оплаты, введения штрафов, поощрений, орга-

низации соревнования и премирования в зависимости от заня-

того места и т. д. Кроме того, центр может установить ограни-

чения B;(x;) на выбор элементами реализаций иу., что формально

сводится к критериальному управлению, если в целевые функ-

ции элементов ввести большие штрафы в случае иЕЕВ; (х:). -

в) Выбор закона управления (процедур принятия решений).

При формировании управления и плана Ц использует информа-

цию о параметрах моделей АЭ. Обозначим o= {о.} оценки век-

тор-параметров г, используемые центром при принятии решений

(очевидно, что сео, но в общем случае. or). Процедуру фор-
мирования плана и управления можно теперь определить как
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отображение в—^, х:л(0) = {^ (0), X(o)}. Будем называть л (о)

законом управления в АС.

2. Действия центра по выработке управляющих воздействий

при сформированном механизме функционирования АС. В слу-

чае, если механизм функционирования задан, действия центра

формально сводятся к выполнению вычислительной процедуры

по определению оценок с и выработке управления АЛ (0) и пла-

Ha x(o).

$ 7. Способы формирования данных

Можно указать несколько способов формирования данных

о моделях элементов в иерархической системе.

г При адаптивном способе оценки а; вектор-параметров г; оп-

рёделяются на основании информации о «прошлых» управле-

ниях, планах, реализациях и оценках по некоторому закону

-. = {2}, {х 4}, {и}, {a:7}], qxk—I.

: Примерами адаптивного способа могут служить хорошо из-

вёстные в экономике процедуры «планирования от достигнутого»,

«планирования от среднего показателя за ряд предшествующих

периодов» и др.

„Замечание. В ряде случаев на практике процедура фор-

мирования оценок {а.} не выделяется, а управление A* и план
х":в периоде # непосредственно определяются в зависимости OT

управления, планов и реализаций предыдущих периодов.

: Встречный способ формирования данных состоит в том, что

каждый элемент сообщает в центр оценку $:==®; вектор-пара-

MéTpa г..

: В общем случае возможны и комбинированные способы фор-
мирования данных. Например, ряд параметров может оцени-

ваться на основе адаптивного способа, а остальные на основе

вётречного, либо оценка вектор-параметров строится как ком-

бинация оценок, 'полученных адаптивным и встречным спосо-
бом. Таким образом, общая процедура формирования в центре

оценок о; вектор-параметров г; может быть записана как 01 (а, $1).

Так, процедура формирования данных «встречный план» пост-

роена следующим образом. Планирующий орган ' (центр) при-
нимает в качестве базовых показатели, достигнутые в прошлые

периоды функционирования а; ==а.(1+), где =-— темп роста

(адаптивный способ). Если же предприятие предлагает `достиг-

нуть в плановом периоде показатели S;, превышающие a;’, то в

качестве оценок в; центр принимает $; (встречный способ). Сле-

довательно, процедура «встречный план» о; (ак, 5:) = тах (а, $1)
является комбинированной. '

Замечание. На практике в качестве оценок часто непо-

средственно сообщаются варианты планов. При этом процедура
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HOCHT итеративный характер взаимоувязки планов различных

элементов. В таких случаях трудно выделить отдельный этап

формирования данных, так как одновременно ведется и разра-

ботка плана системы.

$ 8. Некоторые законы управления активными системами

_ Опишем несколько законов управления, наиболее важных для

дальнейшего.

В настоящее время задачу. планирования в экономической

системе часто понимают как решение некоторой задачи оптими-

зации.

Детерминированная задача оптимального планирования стро-

ится как задача максимизации (минимизации) целевой функции

АС при ограничениях X(o). Как правило, в задачу оптимизации

управление A не входит. Далее неявно предполагается, что пла-

ны, получаемые в результате решения задачи, реализуемы, т. е.

у=х. При этих условиях задача оптимального планирования

принимает вид

@(x)—>max, хеХ(б).

Развитием процедуры оптимального планирования является

принцип жесткой централизации (ЖЦ). При планировании на

основе принципа ЖЦ учитывается, что АЭ имеют свободу вы-

бора. А именно Ц предполагает, что каждый АЭ, выбирает pea-

лизацию Y;" из условия

hi (A, Xi, y;) — fi [A, x; Е, (A, Xi, r1)] = max li (A, Xi, 2).
2E BAX; 77

Обозначим T(A, х, г), множество реализаций y= {E,(A, хь г:)},

удовлетворяющих этому условию. Обозначим далее

P(A, хь п) = тах | (A, хь, 2), (8.1)
2=B;(x;,2;)

W(A,x,r)= min ФИА, x, 2). (8.2)
хеЕТ(А,х,г)

Принцип ЖЦ формально записывается в виде следующей задачи

оптимизации:

W (A, х, 0) > max, (8.3)

xEX(o), AGL. (8.4)

В главе I на примере задачи производства продукции пока-

зано, что применение центром принципа ЖЦ может привести

к недостоверности сообщаемой АЭ информации и, как следствие,

к низкой эффективности функционирования AC.
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Принцип открытого управления (ОУ). К задаче (8.3), (8.4)

добавляются условия совершенного согласования

Ф; (A, Xi; 6;) = max @; (A, 2, 01). (8.5)
2X j(C;)

Условия (8.5) отражают требование «выгодности» назначаемых

центром планов для АЭ. Множество оптимальных решений за-

дачи (8.3) -- (8.5) определяет множество законов ОУ. Конкрет-

ный закон ОУ получается, если определить правило однознач-

ного выбора решения. Оценка @,(A, хь 0:) целевой функции

ф:(А, %: Г;) называется функцией предпочтения активного эле-

мента. Анализ принципа ОУ для ряда задач в предыдущем раз-

деле показал, что законы ОУ, как правило, стимулируют сообще-

ние достоверной информации. Однако эффективность функциони-

рования системы может быть низкой, если целевые функции АЭ
«плохо согласованы» с целевой функцией системы.

Обобщением принципа ОУ является принцип согласованного

управления (СУ), который определяется как решение задачи

(8.3), (8.4) с дополнительными условиями согласования

bi (A, АТ, 01) — max ‘р (A, 2, 0;), (8.6

где 1р; (Л, Х, 0:) — функция предпочтения i-ro АЭ. Определив кон-

кретный вид функции предпочтения и правило однозначного вы-

бора решения (в случае его неединственности), центр получает

некоторый закон СУ. Заметим, что при ф;=ф, мы получаем

закон OY, а если 1; не зависит OT X;,— закон ЖДЦ. Содержа-

тельно задача определения плана X(o) и управления А (0) в за-

конах СУ является задачей определения наилучшего плана с точ-

ки зрения интересов системы в целом при условии согласования

этого плана с интересами подсистем, т. е. является задачей оп-

тимального согласованного планирования. Необходимость сог-

ласования интересов центра и подчиненных ему подсистем в эко-

номических системах централизованного планирования была

обоснована в работах советских экономистов. Так, академик

В. С. Немчинов писал о соотношении интересов общества и от-

дельных его ячеек (в связи с введением хозрасчетной системы):

«Хозрасчетная система планирования будет действовать безот-

казно только в том случае, если она будет построена на следую-

щем принципе: все то, что полезно и выгодно для народнохозяй-

ственного целого, должно быть выгодно и для предприятия,

реализующего соответствующую часть плана в качестве ис-

полнительного звена».

В первоначальном варианте принципа СУ функции предпоч-

тения имели вид |

р; (A, хе, в) = 1 [i (A, хь 01) —в max 4; (А, 2, 9;)],
zx(Si
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где 1[и]=0, если и<0, и Ци]=1, если и>0, 0<в,=—<1. Условия

согласования при этом записываются в виде

Ф; (A, Xi, 01) > &; Шах Фф; (Л, 2, 01) (8.7)
2EX;(6;)

b

и называются условиями -согласования. Заметим, что при

‚=1 получаем принцип ОУ. Предлагались и другие функции

предпочтения, например

4: (А, хь 0:) = ЦфЕ(А, Хь 01) — 81], (8.8)

где gi— заранее оговоренный уровень (условия гарантирован-

ного согласования).

$ 9. Критериальное управление

Под критериальным управлением понимается право (возмож-

ность) центра выбирать (или изменять) целевые функции АЭ

в рамках определенных ограничений. Часто вид целевых функ-

ций задан параметрически, а конкретные значения параметров

выбираются центром. Такими параметрами могут быть, напри-

мер, коэффициенты штрафов за отклонение реализации от

плана. Специфическим видом критериального управления яв-

ляется введение штрафов за искажение данных, нормирование

целевых функций и организация соревнования.

а) Штраф за искажение данных. Если ИЕЁВ:(Х, 0;), то оче-

ВИДНО 0;7;. В этом случае Ц может применить систему штрафов

за искажение данных, определяя оценку о:? такую, что уЕЕВ; (Xi,

о;?). Случай сильных штрафов за искажение данных определя-

ется условием с?==о; что эквивалентно ограничению У:ЕЕВ;(Хь

O;) на множество выбираемых реализаций.

6) Нормирование функций цели элементов означает, что на

этапе реализации оплата (или часть ее) производится из общего

фонда М, размеры которого ограничены

М
Vu (A, X, y)= n °

> fi (A, Ар y;)
i=1

Примеры применения нормирования для повышения эффектив-

ности функционирования АС рассмотрены в первом разделе.

в) Организация соревнования. В зависимости от сравнитель-

ных показателей работы (х, У) на этапе реализации определя-

ется место, занятое элементом в соревновании. Значение целевой

функции зависит от занятого места (например, составляющей

целевой функции является премия, зависящая от занятого эле-
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ментом места в соревновании). Мы будем рассматривать в OC-

HOBHOM возможности критериального управления с помощью

системы штрафов.

$ 10. Функционирование AC

Теперь мы можем описать функционирование АС. Каждый

период функционирования включает три этапа: формирование

данных, планирование и реализация планов. На этапе форми-

рования данных каждый AD сообщает в Ц оценку $:Е©; вектор-

параметра r;. На основе оценок $== {5} и a= {а}, полученных в

результате анализа предыдущих периодов, Ц формирует оценки

с (а, $) = {о: (ак, s;)}. Заметим, что некоторые из действий могут

отсутствовать (например, при адаптивном способе формирова-

ния данных элементы не сообщают оценок $;).

На этапе планирования Ц определяет управление A(o) и план

х(с) активной системы по заданному закону управления л(0) и

сообщает их АЭ. На этапе реализации каждый АЭ выбирает

реализацию У;Е В; (x, г:). В конце периода функционирования

как центр; так и элементы могут определить достигнутые зна-

чения их целевых функций.

Особо остановимся на вопросах реализуемости механизма

функционирования. Содержательно условие реализуемости озна-

чает, что любая реализация y= {y;} должна принадлежать мно-

жеству У возможных реализаций. Для систем с независимыми

элементами проблемы не возникает, так как УеЕВ (х) < У. В об-

щем случае В(х) У и необходимо исключить возможность

выбора уеЕвВ(х) \У. Рассмотрим, например, систему снабжения,

и пусть имеющееся количество продукции недостаточно для вы-

полнения заказов всех потребителей (это может быть связано

с тем, что поставщики не выполнили плана поставок, либо по-

требители заказали больше, чем было запланировано). В этом

случае необходимо доопределить механизм функционирования

некоторой процедурой распределения ограниченных ресурсов на

этапе реализации. Один из вариантов заключается в организа-

ции очереди (либо в случайном порядке, либо в соответствии

с некоторыми показателями приоритета потребителей). Другой

возможный вариант — решение центром задач оперативного

управления (например, переприкрепление потребителей к по-

ставщикам так, чтобы минимизировать потери от дефицита' про-

дукции). Возможны и другие варианты. В любом случае при

описании механизма функционирования необходимо предусмот-

реть процедуру, обеспечивающую выбор реализации из множест-

ва возможных реализаций.

В дальнейшем, если пе оговорено особо, мы будем рассмат-

ривать АС с независимыми АЭ, в которых проблема реализуе-

мости механизма функционирования не возникает.
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$ 11. Обсуждение

Перечислим свойства «активности» организационных подси-

стем, формализованные в описании активного элемента.

а) Наличие цели и учет будущих последствий принимаемых

решений. Формально это свойство отражено тем, что в выраже-

ние критерия эффективности данного периода входят целевые

функции будущих периодов.

6) Определенная свобода действий при сообщении инфор-

мации и реализации планов. Действительно, каждый элемент

может сообщать любую оценку $; из множества ®; и выбирать

любую реализацию у; из множества В; (хь, г).

в) Информированность элемента о механизме функциони-

рования системы.

Описанная АС является многокритериальной системой, в ко-

торой элементы имеют право самостоятельно принимать реше-

ния. Ситуация носит игровой (конфликтный) характер и требует

теоретико-игрового подхода.

Опишем в содержательной форме основные задачи теории

двухуровневых AC.

[. Задача анализа механизма функционирования. Задан ме-

ханизм функционирования. Исходя из разумных гипотез о по-

ведении AQ, определить, какие оценки $ они будут сообщать на

этапе формирования данных, какие реализации у выбирать на

этапе реализации и какая при этом будет эффективность функ-

ционирования системы?

I], Задача синтеза оптимального механизма функционирова-

ния АС. Определить механизм функционирования, обеспечи-

вающий максимальную эффективность функционирования си-

стемы.

При решении задачи [ отдельные составляющие механизма

функционирования могут быть уже заданными. Так, если задан

способ формирования данных и система стимулирования, полу-

чаем задачу выбора оптимального закона управления. Если за-

дан способ формирования данных и закон управления, то полу-

чаем задачу критериального управления ит. д.



Глава VIII

ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ

В данной главе рассматриваются постановки задач управле-

ния в АС. Для их формализации привлекается аппарат теории

игр. С этих позиций функционирование АС рассматривается как

бескоалиционная игра многих лиц (активных элементов). Чтобы

описать бескоалиционную игру, надо определить участников

игры, их критерии эффективности, стратегии и ограничения на

поведение игроков, а также их представление об игре. Задав

описание игры, можно ввести те или иные принципы выбора ра-

циональных стратегий игроками, что, в свою очередь, позволит

определить решение игры. Таким образом, применение игрового

подхода позволяет свести задачу анализа функционирования АС

к задаче анализа решения соответствующей игры, а задачи син-

теза механизмов функционирования — к задачам выбора Ц та-

ких управленческих стратегий, определяющих правила игры

между элементами, которые обеспечивают нужные свойства со-

ответствующего решения игры.

$ 1. О решении игры активных элементов

Для дальнейшего существенно важным является понятие

решения игры АЭ. Рассмотрим игру и участников, целевые функ-

ции которых @:=р(и,... и»), и: — стратегия игрока i, Ц; — мно-

жество его допустимых стратегий.

° Выбор стратегии происходит в условиях неполной информи-

рованности: игроку могут быть не известны все или некоторые

стратегии других игроков |, jl. В настоящее время не суще-

ствует единого понятия оптимального выбора стратегий игро-

ками в игре с непротивоположными интересами и вряд ли мож-

но ожидать его появления. В первую очередь это связано с

большой неопределенностью, вносимой в результат разнообра-

зием возможных действий оперирующих сторон. В связи с этим

термин «оптимальный выбор», пригодный в случае одного игро-

ка или антагонистической игры двух лиц, заменяют на термин

«рациональный выбор». Принцип рационального выбора страте-

гии {-го игрока состоит в том, что он сводит критерий [к fi’, за-

висящему от известных параметров и собственной стратегии,

после чего путем оптимизации |” определяется выбираемое в

игре значение собственной стратегии. Правило перехода от fi
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II; .

K fet f(y, Ue, ..., Un) => fi (us, Bi(u)) удобно назвать правилом
+ устранения неопределенности (В:(и) известные 1{-му игроку

Стратегии других игроков). Таким образом, в применении к не-
определенности, связанной с незнанием игроком стратегий дру-

гих игроков, принцип выбора рациональных стратегий состоит в

следующем:

Ш .

fr (Uy, Ua, ..., Un) => fe (Ш, Bz (u)) > max.

Если играется несколько повторяющихся партий игры, то прин-

цип выбора рациональных стратегий записывается уже для каж-

дой партии

п;
k~1

fi (ut, из, ... , wn) = fi (ui, B, (и, и’)) — тах, (1.2)
uf

где B,(u*, и^-*), известные i-my игроку стратегии данной и пре-

дыдущей партий. Мы будем предполагать, что игрок использует

информацию только о стратегиях данной и предыдущей партий

игры.

Обозначим: через R? множество стратегий 1-го игрока в R-it
партии игры. R’'=R,*xXRX ...XR,* называется множеством

решений А-й партии игры, а любая ситуация “= (ц^, u,*,...
u,,") =R* — решением А-й партии игры.

Если правила устранения неопределенности не предполага-

ют использование информации о прошлых партиях, то опреде-

ляемое таким образом множество решений игры будет одним и

тем же для всех партий игры. В случае, если предполагается ис-

пользование такой информации, то множество решений игры мо-

жет быть, вообще говоря, различным для разных партий. По-

этому в игре с повторяющимися партиями целесообразно ввести

понятие устойчивого решения игры. Множество В=А,ЖА,Х ...

... XR, будем называть множеством устойчивых решений иг-

ры, если для любой ситуации и*== (U,", и2*,..., И”) ЕВ

п,

(и, U2, ..., Un) => fr (wi, Ви (и*, и")) = max fy (ш, Ви (и”, м").
ео;

(1.3)

Любую ситуацию (“= (ц,", U,",..., и») ЕВ будем называть

устойчивым решением игры.

Пусть в начальной. партии „игры ky игроки выбрали любые

допустимые стратегии и = U = iT (+. Множество R=R,XR,X ...
i=1

‚.. XR, устойчивых решений игры будем называть глобально
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устойчивым, если

uw > и", ureR’, (1.4)

где и” некоторая ситуация из А (при любых стратегиях игроков

в начальной партии множества решений игры «стягиваются» с

увеличением числа партий к множеству устойчивых решений

игры).

Несколько забегая вперед, отметим, что в качестве множе-

ства решений игры АЭ мы будем понимать глобально устойчи-

вые множества в смысле (1.4), и вот почему. Приводимые далее

теоретико-игровые постановки задач управления в АС заклю-

чаются в определении механизма функционирования, максими-

зирующего критерий эффективности. Ц в решениях игры AQ.

Чтобы получить оценку механизма функционирования, не за-

висящую от номера партии, целесообразно решением игры счи-

тать только устойчивые решения. Однако при этом сразу возни-

кает вопрос о глобальной устойчивости множества решений. Та-

кой подход в содержательном плане означает, что Ц рассматри-

вает функционирование АС и решает соответствующие задачи

управления только в стационарных режимах.

Приведем примеры часто рассматриваемых принципов выбо-

ра рациональных стратегий и рассмотрим соответствующие ре-

шения игры, к которым приводит применение игроками этих

принципов.

Пример 1. Принцип максимального гарантированного ре-

зультата. По отношению к неопределенности, связанной с не-

знанием стратегий других игроков, игрок { выступает с позиций

гарантированного результата

Ш

fi(Uy, Ug... Un) = min Р(и, Ug, ..., Un) > тах.
ие uj

Здесь u(t) = (Uy, Из, ..., Wind, Ш, ..., Un), u@=l U;, Если
ft

все игроки придерживаются при выборе стратегий принципа

максимального гарантированного результата, то множеством

решений ^-ой партии игры является множество В ситуаций та-

ких, что УчеЕК выполняется

ши f;(u)=max ша fi (2, 2, ...,. 2).
u(i)eU(Z) де; Ziyeud) .

Поскольку приведенное правило устранения неопределенности

не использует информации о прошлых партиях игры, то множе-

ство решений игры не меняется от партии к партии, т. е. любое

решение игры является устойчивым, а множество К глобально

устойчивым множеством решений игры.
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Пример 2. Индикаторное поведение. Индикаторное пра-

вило выбора рациональных стратегий 1-го игрока в игре с по-

вторяющимися партиями может быть записано следующей

итерационной процелурой:

uf = uf? + yf в, (Ц (i) Ш.
Здесь и? = 0; we (i))—TowKa максимума по собственным перемен-
HEIM ‘uy? целевой функции i-ro игрока в (kR—1) партии игры при
наборе стратегий т (i) = (uy, tee up, wee ..., Ung) других
игроков. Конкретное значение у", определяющее величину щага
Аи может зависеть от времени, текущего состояния и
некоторых других, например, случайных или внешних по отноше-

нию к модели параметров. Индикаторный принцип выбора страте-

гий предполагает, что игрок в A-H партии игры, зная стратегии

всех игроков в (& —1) партии, может определить зависимость своей
, Е

целевой функции от собственных переменных 1 “и делает шаг
в сторону ее увеличения, предполагая стратегии остальных игро-

ков неизменными. Если в точке uj? целевая функция игрока до-
k-

стигает максимума на И, то игрок i сохраняет стратегию (uf = uj).

Замечание. Возможны варианты индикаторного поведе-

ния, в которых игрок определяет точку максимума и’! не Ha
всем множестве И, но в некоторой окрестности U/cU, точки

u;*-', Практически важным является случай, когда наблюдаемы-

ми величинами для игрока являются не вектор-стратегии осталь-

ных игроков, а лишь некоторые агрегаты от этих стратегий:

2. (и) = (2н (и), Z2(U), ..., Zim(u)). Стратегия игрока строится

в этом случае как функция агрегатов стратегий других игроков.

При большом числе игроков этот подход представляется более

реалистичным, поскольку количество наблюдаемых агрегатов,

достаточное для индикаторного выбора стратегий, может быть

существенно меньше числа переменных, описывающих страте-

гии всех игроков в игре.

Устойчивым решением игры при ‘индикаторном поведении

всех игроков является любая ситуация равновесия по Нэшу и".
Действительно, по определению ситуация и” называется равно-

весной по Нэшу, если

* * * * * *

li (ил, Us, ce ey Un) = me fi (ил, oe ey 11-1, Uj, 1-1, eee, Un).
uj;

В силу этого, если в (R—1) партии игры игроки сообщили набор

стратегий и“-‘=и*, индикаторный принцип выбора рациональ-

ных стратегий в А-ой партии тоже приведет к ситуации \=и".
Отметим, что множество ситуаций равновесия по Нэшу не

всегда является глобально устойчивым.

° Можно назвать и другие принципы выбора рациональных

стратегий: «абсолютно оптимальные» стратегии, коалиционные
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стратегии, ситуации, оптимальные по Парето. В принципе может

оказаться, что в одной и той же игре игроки могут придержи-

ваться различных принципов выбора рациональных стратегий.
Обратимся теперь к случаю, когда в игре с повторяющи-

мися партиями игрок пытается максимизировать суммарный
выигрыш за ряд партий. Если выбор стратегии в каждой партии

не влияет на значения целевой функции в последующих партиях,

то оптимизация критерия эффективности

R+N;

Wi=fi(u')+ У В, (1.5)
4==#+1

учитывающего Л; будущих партий, сводится к оптимизации це-

левой функции в отдельном периоде функционирования.

Более сложным классом представляются игры, в которых це-

левые функции игроков зависят от стратегий, выбираемых в ряде

партий. Выбор стратегий i-m игроком в А-й партии игры проис-

ходит при незнании U?(t) ='(14?, ..., ИР, ИРи, ..., Un?)
(p==R~R+N,). Принцип выбора рациональных стратегий в этом

случае можно представить в виде следующей схемы: сначала

игрок устраняет неопределенность, связанную с незнанием и? (1),

применяя правило Пг. При этом критерий (1.5) приводится к

виду

R+N;. _

fi (ui, Bi(u’, и") + Я В. (1.6)
g=k+1

Затем он устраняет неопределенность, связанную с незнанием

стратегий ил в будущие периоды 9= (k+1)+(R+N;), применяя

правило П:”. Объединяя правила П; и UW,” устранения неопреде-

ленности в одно правило П+, получаем

R+Nj

whic 3) flue Feu, Ble, uh) pmax (1.7)
q=k+1

Теперь можно определить множество решений в k-of партии

игры, множество устойчивых решений и глобально устойчивое

множество решений, как это было сделано выше. Далее, приме-

нительно к моделям, рассматриваемым в теории активных си-

стем, мы приведем примеры принципов выбора рациональных

стратегий для игроков, критерии эффективности которых «учи-

тывают будущее».

Рассмотрим теперь игру, в каждой партии которой игроки

делают два хода. Первый ход заключается в выборе стратегий

ujeu,, которые сообщаются всем игрокам, после чего они де-

лают второй ход, выбирая чгеУ,(и”): Сначала рассмотрим

пони выбора рациональной стратегии второго хода. Выбор

* игрок производит, зная стратегии и*= (u,*, Uy", ..., Un") пер-
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вого хода. Неопределенность связана с возможным незнанием
стратегий 9; других игроков. Поэтому принцип выбора страте-

гии ог может быть представлен схемой (1.2)

пб)

fulut, v4) => Fi (ul of, Biv, У, uk) тах. (1.8)
1

Рассмотрим теперь принцип выбора рациональной стратегии

и’ первого хода. Сначала игрок устраняет неопределенность в

правиле (1.8), связанную с незнанием на первом ‘ходе страте-

гий У^ второго хода

fi (ие, of, ВЕ (У, У, wu’) oR (и, v7, ВЕ (м, ит). (1.9)
Теперь он может прогнозировать свою стратегию 9; из ус-

ловия максимума (1.9). Обозначим

k k-1 | k-1 +) OR Е-1 | k-i

Q; (u ’ В; (У ‚Ц )) = тах fi (u » Uns В: (У ‚Ц )). (1.10)
ЕТУ Кир)

Функцию Фф; назовем целевой функцией игрока |, с учетом, прин-

ципа выбора рациональных стратегий второго хода.

Применяя схему выбора рациональных стратегий (1.2), по-

лучим

по)

ke utpr(u’, Biv, ub) => © (uf, Brut, ve, uP) max. (11)
и

1

Обозначим через В множество стратегий первого хода 1-го
игрока, которые он может выбрать в А-й партии игры в силу прин-

ципа выбора рациональных стратегий первого хода (1.11), а через
k ke , , |

® = || Е; — соответствующее множество ситуаций. Отметим, что
i

множество стратегий второго хода 1-го игрока зависит OT страте-

гий, выбранных на первом ходе. Обозначим это множество через
ЕЁ РИ k

О: (и), а через 9’ (и) = Qi (u”) соответствующее множество CH-
[ :

туаций второго хода. МNoМножеством рещений eit й партии игры, назы-
kBaeTCA множество ситуаций Au’, у = (м, us, un, Us, ...) Uny vi) Ta-

ких, что up e Ri, ле Qi (u ).

Множество R=|[R, будем называть множеством устойчивых
i

решений игры, если У (и*, у*) ЕВ

п

fi(u’, у") => | (и, ор, Bi(v’, v’, u*)) =

= „тах ht (и*, ор Ви (У", У"; и"), (1.12)
ЧЕ) ц*
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п)

фе (a, Br(V", u")) > OF (uf, Br(u’, Vv’, и") =
= max 0; (и; В: (u", У", и").

ujcu;

Глобально устойчивое множество решений игры определяется

аналогично (1.4).

‚ Отдельно укажем на один частный случай двухэтапной игры,

который важен для дальнейшего. Пусть целевая функция 1-го

игрока в А-й партии зависит от стратегий первого хода и^ всех

игроков и только его стратегии второго хода 9/^. В этом случае

принцип выбора стратегии второго хода 9; определяется одно-

значно. Действительно, выбор 9: происходит в условиях полной

информированности, и поэтому отпадает необходимость в. пра-

виле устранения неопределенности П:”. Принцип выбора on-

тимальной стратегни 9; в этом случае имеет вид

fi(u’, of) = max (и 21. (1.13)
2 = ди”)

Откуда, определяя оптимальное значение стратегий второго хода

н подставляя его в его целевую функцию, получаем

тах fi(u’, vi) =; (u*). у (1.14)

*1) *

Устойчивое решение игры определяется как ситуация U, V

такая, что

р (ц", v;)= max f;(u", о;) =Ф;(и"), (1.15)
v;EV;(u )

п)

фи (и") = 9; (ил, В: (и*, и, у*)) = max @; (ui, В: (и*, и", У"). — (1.16)

Для этого частного случая игры мы будем далее часто говорить

об устойчивом решении игры (а также о множестве глобально

устойчивых решений игры) как о наборе стратегий первого хода

u’== (и,’,..., Un"), определяемых условиями (1.16), имея при

этом в виду, что стратегии’ второго хода определяются усло-

виями (1.15).

Перейдем теперь к теоретико-игровым постановкам задач

управления в АС при встречном способе формирования данных.

$ 2. Игровое описание функционирования АС
при встречном способе формирования данных

В игровой интерпретации отдельный период функционирова-

ния АС рассматривается как одна партия игры, участниками ко-

торой являются п АЭ.
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Будем считать, что механизм функционирования 2 =

== (W, В, л) определен и не меняется от одного периода функ-

ционирования к другому (W={W,}, В=В(х, г) ={В:(х, г)},

л=л($) ={^($), х($)}).
Целевая функция i-ro AD в Е-й партии игры р (А^, х^, уг), a

критерий эффективности, учитывающий будущие периоды функ-

ционирования

&+МNo}

УРА (8 (58°), of) + У (6, жи (89, 1, (2.1)
g=k+1

В каждом периоде AD делает два хода: стратегией первого

хода является оценка $ге@, сообщаемая в Ц на этапе форми-

рования данных, стратегией второго хода — реализация Иге
=B;(x;(s*), г:), выбираемая на этапе реализации. При встречном

способе формирования данных выбор S;* и у; не влияет на уста-

новление плана и управления в последующих периодах функ-

ционирования. Ввиду этого оптимизация критерия (2.1) сво-

дится к оптимизации

И = (А. (3°), x2(s"), yf). (2.2)

Таким образом, функционирование АС описывается игрой,

в каждой партии которой АЭ делает два хода. Целевая функция

каждого AQ в К-й партии игры зависит от агрегатов стратегий

первого хода всех АЭ — плана х:($”) и управления A(S*), а так-

же от его собственной стратегии второго хода реализации y;*.
Выбор оценки S;* на этапе формирования данных происходит

в условиях неполной информированности (АЭ не известны оцен-

ки S;* других AO и будущая собственная реализация). Наоборот,

выбор и: происходит в условиях полной информированности,

поскольку на этапе реализации управление A(s*) и план x;(S*)

известны. Поэтому в качестве правила выбора реализации 1-го

АЭ можно принять условие максимума его целевой функции по

реализации И: (см. 1.13)

й(% (5), (5), = тах о В (8), (5), ад =
2;B,(x;(s®),r{)

= @; (% (5%), x; (s"), гр). - (2,3)

Функцию Gi (A, хь г.) можно назвать целевой функцией i-ro AD

в R-M периоде функционирования АС, с учетом правила выбора

реализации (2.3) при встречном способе формирования данных.

В дальнейшем, если по ходу изложения не будет требоваться

дополнительного комментария, @;(A(S*), x:(S*), г:) для кратко-
сти будем называть просто целевой функцией 1-го AD в k-m пе-

риоде функционирования АС, имея при этом в виду сказанное

выше,
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Принцип формирования рациональной стратегии первого

хода (оценки S,*)
п)

Фе (А, ($"), x; ($°), ri) > Ф! (52, В: (8, s 1) - max, (2.4)
1

где B;(s*, s*-') — известные i-my АЭ стратегии в периодах Ё и
(R—1). Определив принцип выбора рациональных - оценок S;*

(2.4) и реализаций уг (2.3), можно, следуя (1.15) и (1. 16),

определить устойчивое решение игры АЭ как набор оценок $* и

реализаций У“ таких, что

No (A ($°), x: ($*), уг) = Во fi (А (5°), Xi ($"), Yi), (2.5)

по
фе (^ (5*), X2(S"), 71) 5 ©; (Si, В: (5", 8 ") = max 7: (S;, Bi(s*, 5").

(2.6)

Оценкой эффективности k-ro периода функционирования АС

является значение целевой функции Ф (^ ($^), х($*), У") системы,

достигаемое в этом периоде. Знание принципов выбора оценок

$: (2.4) и реализаций уг (2.3) всех АЭ позволяет Ц определить

множество решений игры АЭ и определять гарантированное зна-

чение целевой функции на этом множестве. Под решением игры

АЭ в дальнейшем будем понимать устойчивое решение. Обозна-

чим T(A, x, г) = {Т, (А, хь г.)}, где ТЕ, хь г!) — множество ре-

ализаций 1-го AQ, выбираемых им при заданном управлении A

и плане х; из условия (2.3). Гарантированное значение целевой

функции АС (центра) на множестве Т (A, х, Г) равно

Ч (Л, х, г) = min M(A,x, у). (2.7)
УЕЕТ(А,х,г)

Теперь мы можем рассматривать только стратегии первого хода,

понимая под решением игры ситуации $“, определяемые (2.6).

Обозначая R(r) соответствующее множество решений, запишем

гарантированное значение целевой функции АС при заданном

законе управления л ($) = {^ ($), х($)}

Ч (г) = min Ч (A(s*), x (s’), г). (2.8)
s*SR(r)

Величину (2.8) естественно сравнивать с максимально достижи-

мым значением целевой функции АС при существующих в си-

стеме ограничениях |

Ч" (г) = max D(A, у, у). (2.9)
у=У(г)
AGL

Величина Ч (г), (г) (предполагается, что Ч’„(г) >0) опре-

деляет отношение гарантированного значения целевой функции
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АС в решении игры АЭ к максимально возможному. Взяв ми-

нимум по Г на множестве &, мы получаем оценку механизма

функционирования

ae

к= И (г) ’ (2.10)

которую будем называть критерием эффективности функциони-

рования Центра.

$ 3. Задачи управления АС при встречном

способе формирования данных

I, Задача анализа механизма функционирования АС. Пусть

задан механизм функционирования при встречном способе фор-

мирования данных У = (W, В, п) (т. е. закон управления л ($),

множество B(x, Г) и целевые функции AD \). Необходимо опре-

делить

1. Значение критерия эффективности функционирования цен-

тра (2.10).

2. Степень искажения сообщаемой АЭ информации

A=max max |s*—r|. (3.1)
гЕ® s*teRir)

Сообщаемую AD информацию будем считать достоверной, если

А=0 (единственное решение игры $*==г). Возможны и другие

способы определения, например

А —= тах max 8" — Г!
rEQ steER(r) |r|

3. Степень расхождения плана и реализации

6 = тах max max || x (s*)—y’ |. (3.2)
rEQ s*ER(r) y*ET(A(s*),x(S*),1)

П. Задача выбора закона управления. Задана система сти-

мулирования (W, В) и множество возможных законов управле-

ния G,. Определить на множестве С, такой закон управления,

что критерий эффективности функционирования центра (2.10)

достигает максимума

Кл — тах; л ($) © Ол. (3.3)

Здесь к значение критерия эффективности функционирования
Ц при законе управления л ($) &G,.

Ш. Задача критериального управления. Задан закон управ-

ления л($) и множество возможных целевых функций AD Су.

Определить на множестве Gw целевые функции AD W= {Wj}

такие, что критерий эффективности функционирования Ц (2.10)
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достигает максимума

` Kw yr max, W & Gy. (3.4)

Здесь Kw значение критерия эффективности функционирования

Ц при наборе целевых функций AD W= {No}.
IV. Задача синтеза оптимальных механизмов функииониро-

вания при встречном способе формирования данных. Задано

множество возможных механизмов функционирований С;. Опре-

делить механизм функционирования такой, что критерий эффек-

тивности функционирования Ц (2.10) достигает максимума

К; тах, ZeEGs. (3.5)

Здесь К; — значение критерия эффективности функционирова-

ния Ц при механизме функционирования %.

Задание Ц закона управления, способа формирования дан-

ных в АС, формирование (изменение) системы стимулирования

можно понимать как формирование Ц правил игры между AQ.

В этом смысле Ц можно рассматривать как метаигрока, KOTO-

рый определяет правила игры между остальными элементами

системы, a задачи П-—ТУ понимать как задачи выбора правил

игры оптимальных в смысле соответствующего критерия. В этой

связи задачи II—IV называют иногда задачами метаигрового

управления. Можно также указать на то, что Ц, выбирая свои

управленческие стратегии, пытается максимизировать целевую

функцию AC в устойчивых решениях игры AQ, а не в решенин

игры АЭ каждой партии. Это обстоятельство может служить

еще одним оправданием введения термина «метаигровое управ-

ление». В постановку задач управления П—ТУ можно ввести

дополнительные ограничения, например, рассматривать только

такие механизмы функционирования, которые обеспечивают сте-

пень искажения информации не более наперед заданного значе-

ния A<b, где 6 заданный максимальный уровень искажения

информации. В частности, можно потребовать, чтобы А==0.

Аналогичное ограничение можно ввести и в отношении степени

расхождения плана и реализации (6=< а).

В ходе дальнейшего изложения в дополнение к (7.2.1), (7.2.2),

(7.4.1) мы будем предполагать ряд свойств целевых функций

W; и множеств 7,(г:), В:(хь г). Примем для определенности,

что вектор-параметры /; характеризуют эффективность произ-

водства

1. Ух, УМ, ЕЯ, <! : ВЕ (xi, п) CB; (хр, 72). (3.6)
2 1 2,

Запись rj < 7! означазт, что 1-ти Vy: ry < гу. `Содержатель-
ная интерпретация —с повышением эффективности множество воз-

можных реализаций при заданном плане расширяется (не сжимается).
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2. Уп, пЕФЬИ«П:У(П CYi(ri). (3.7)
Интерпретация аналогична данной по поводу (3.6)

3. Ум, пЕО <: Oi (А, Xt, п) < ФК, Xi, 77), (3.8)

т. е. при заданном плане и управлении максимальное значение

целевой функции АЭ строго монотонно возрастает с увеличени-

ем эффективности.

Также везде будем предполагать, что минимум (максимум)

исследуемой функции достигается и множество минимумов

(максимумов) компактно. Для этого достаточно, например, по-

требовать непрерывности соответствующих функций по своим

переменным и компактности множеств, на которых ищется ми-

нимум (максимум). При заданном механизме функционирования

x= (W, В, x) можно определить функции

Механизм функционирования » будем называть прогрессивным,

если для всех 1 0,;(г) строго возрастающие функции fi, т. е. при

любых г;', ГРЕЕО; и гиг

1 г 2

9; (r1, Го, вех par, ПР Га 00 fn) > 0;:(71, ooey Finn, ry, лу ++.) Tn).

Рассмотрим прогрессивные механизмы в системе с сильны-

ми штрафами за отклонение реализации от плана. В таких си-

стемах S<ru

max fi; (^ ($), х, ($), Ys) =fi(A(S), iS), х: ($) ) =6:($).
УЕВИХЬГО

Так как 0,($) — строго возрастающие функции S;, то для каж-

дого элемента существует «абсолютно оптимальная» стратегия

$:=/; при любых стратегиях других AQ.

Аналогичный вывод имеет место и для прогрессивных меха-

HH3MOB в системе с сильными штрафами за искажение инфор-

мации. Действительно, в таких системах И: В; (Хи, S:) и

max f;(A(s), х: ($), y;) = с мах | (% ($), x: $), Y) =
ИеВиИхЬгр ИеВихрьзр

Для обоих случаев критерий эффективности функционирования
центра .

rEQ У т (г)
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( § 4. Задачи управления АС при адаптивном способе

| формирования данных

и адаптивном способе формирования данных оценкиoP а^} параметров r={r,;} в k-m периоде функционирования
Ц строит с помощью некоторой процедуры (оператора адаптив-

ного формирования данных) исходя из оценок и реализаций в

предшествующих периодах. Будем рассматривать для опреде-

ленности оператор адаптивного формирования данных

ay = о; (а ур") (4.1)

(оценка а“ строится исходя из оценки a; и реализации уг

предшествующего периода функционирования АС). Будем пред-

полагать следующие свойства оператора o= {с}:

1. af =o, (ар, и) ар". (4.2)

Содержательно это означает, что если в Е-М периоде функцио-

нирования на основе оценки а“ и проявленной реализации

уг было установлено множество возможных реализаций
7, (аг), то в последующих периодах функционирования OHO «не

сжимается»;

2. r, >a; =O; (az), yi), (4.3)

т. е. оператор адаптивного формирования дает оценку, не превы-

шающую истинной;

\

3. Если те B, (xf, af), то = ой, а. (4.4)
Это означает, что реализация уг-!, принадлежащая оценке мно-

жества реализуемых планов в периоде (2—1), не добавляет HO-

вой информации о параметрах Fj;

fe AL of GX, (0; (at, у") = Хи (ah), (4.5)
т. е., если в (Е—1) периоде AD была выбрана реализация иг",

то построенное центром в Е-м периоде функционирования мно-

жество реализуемых планов AS X;(a*) содержит реализацию

Критерий эффективности {-го AQ, учитывающий будущие пе-
риоды функционирования в форме (7.3.1) при адаптивном спо-

собе формирования данных
| kR+Ni

Wi = (А (а”), x(a"), у)-- М В (а), x2(0"), у). (4.6)
q=k+1

Стратегией AD при адаптивном способе является значение реали-

зации, выбираемое на этапе реализации. Неполная информирован-

ность АЭ при выборе реализации у" связана с незнанием реализа-

ций и других AQ, а Также реализаций и“ = {yf}, (9 > (Rk +1)) всех
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АЭ в будущих периодах функционирования. ` Заметим, что влияние

реализации Yi Ha будущее проявляется через оценку ам — = 0; (ар, yi).
Обозначим В, (ХЬ aj* 1 ai) множество реализаций и ЕВ; (ху, г) таких,
что O; (ai, yi) = az". Выбор любой реализации у" из этого множе-
ства дает оценку а" в периоде (1). Очевидно, что при фик-

~ k ~

сированном значении а" АЭ выберет реализацию уг из условия

fi (No, xt, yi) = max | (No xf, 2) =
Виа Чаи)

=; (1.(a"), x, (a"), aj, а"). (4.7)

Примем, что B,(m, af*', af) © для любых а’ <аг’*+< г.. Та-
ким образом, можно рассматривать в качестве стратегии АЭ в

периоде Е оценку a,*t'=o,;(a;*, уг), восстанавливая стратегию

и“ из условия (4.7). Выражая критерий эффективности (4.6)
через оценки {а:1, 9== (А+ 1) - (2+ No) }, получим

R+N;-1

kR4+N Е+М
> фе (^ (а°), x; (a"), ай, af") +9; (No (a4), хк (а), п), (4.8)
g=k

где a cas<r, 4= (R+1)+(R+M).

Игра, описывающая функционирование АС в этом случае явля-

ется игрой с «зависимыми» партиями. Соответствующий прин-

цип выбора рациональных стратегий описывается схемой (1.7)

и применительно к конкретному виду (4.8) критерия эффектив-

ности может быть представлен в следующем виде:

R+N;~1

t R+N; R+N;

У 1 (А (a%), x(a"), af, а) ФЕ (А (а *), x(a"), т) 5
q=k

Il; .

= ; (a;*", В (а**", а’) a> max. (4,9)
:

Множеством устойчивых оценок при адаптивном способе фор-

мирования данных называется множество Ra оценок а“ таких,

что Уа”еВ.:

ф; (а*, В; (а*, a°))= max 9; (а#", В: (а*, a°)). (4.10)
а <а"+ ler;

Возвращаясь К стратегиям. уг ‚ мы можем определить. множество

устойчивых решений К как множёство ситуаций у* таких, что

УуЕКЧа" ЕВ,

fi (A(a"), x: (а), у) = тах (А (а), хе (а°), а) =
2ЕВИха)

=p; (А, (а*), x: (а°), aj). (4.11)
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данном случае мы вместо множества В;(х,.аг, а’) написали

чожество В; (х+, a;") по следующей причине. Так как а’=
= 0:(a;", уг), то у’еВ:(х, а’). Действительно, в силу свойств

оператора адаптивного формирования данных оценка а^*!=аг

в ТОМ и TOJIbKO в TOM случае, когда и’еЕЕВ, (х^, аг).
Приведем примеры правил рационального выбора стратегий

Пример 1. АЭ считает, что оценки остальных АЭ сохраня-

ются неизменными в будущие периоды функционирования, т. е.
ayia; (ji, 942-11). Выбирая оценку a*t', AD предполагает

сохранить ее в течение будущих периодов, т. е. а1=аг* (q>
—>^-2). Принцип выбора рациональных стратегий в этом слу-

чае

+М,-1

У ФА (а°), x(a’), af, 4] -- ФИА (а, x (a), г] =
g=k

Ш

=> ФА (а”), x:(a°), ai, а |--(М-—1) ФА (a), x(a"), af] +

+o: [(aTM), x(a"), 1] a> max, (4.12)

R+1 Е Е k k+1 Rk \ k+1 ¥где a = (а1, Qe, ..., Qi-1, 4 ‚а, ..., ar), ait <a; <i. Устой-
чивые оценки, согласно (4.10), определяются как оценки а” такие,

что

Мф: [А (а*), x(a"), 7] +; (^(а*), x4 (a"), г) =

= max {6:(^(а”), хи (а"), а; а") +
* <. a <a: tle<r,

+ (Ni—1) $; [A(a**), x; (a**), а] +e; [^ (a‘**), х; (а а), fr
(4.13)

Если в качестве критерия эффективности АЭ с учетом будущих

периодов функционирования принять выражение (7.3.2), то рас-

смотренное правило рационального выбора стратегий запишется

в более простом виде

Фи[А (а^), x: (а^), af, at] + МА (а"*), x(a"), а] >

пан” max, a< ар" Sr (4.14)

oF
где N;=——.

1—6,

Соответственно устойчивые оценки определяются как оценки a"

такие, что
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(М -- 1) ФА (а°), х, (а*), ай = тах [Ф:(^(а“), х: (a"), а, а")
а, <а ter; /

as

+ Nap; (d(a"*?), ж (a""), af"). (4.15)

Пример 2. Каждый АЭ считает неизменными в будущие

периоды оценки всех остальных АЗ, но не свои. Для определения

а^*! AD решает задачу определения последовательности {а},
обеспечивающей максимум величины

R+Nj-1

q 941 k+N k+N
> [A (a ), Xj (a’), al, Qj; ] + 9: [A (а г), х; (а г), rij,
g=k Pi |

Е Е k k Ё -1 - »
где a’ = (aj, аз, ..., ina, ааа, ..., Gn), < а «и. Первый

член 4“ этой последовательности и определяет стратегию и из
условия (4.7).

В качестве критерия эффективности функционирования Ц при

адаптивном способе формирования данных можно принять, как

и ранее, относительное гарантированное значение целевой функ-

ции АС на множестве устойчивых решений игры АЭ. Для его

определения обозначим К(а“) — множество ситуаций У’, опре-

деляемых условиями (4.11), Ra (г) — множество устойчивых

оценок а*, определяемое условиями (4.10), и, наконец,

$ (г) = шо min ФИ(а“), x(a‘), y’].
а*=В (г) y*ER(a*)

Теперь в качестве критерия эффективности функционирования

Ц при адаптивном способе формирования данных можно при-

HATb, как и ранее, величину

FO

A= min 4 (г)
(4.16)

и поставить задачи управления в АС при адаптивном способе
формирования данных, полностью повторяя формальные поста-

новки задач I—IV.

Остановимся на следующем вопросе. Вообще говоря, мно-

жество устойчивых оценок, определяемое (4.10), а следователь-

но, и множество устойчивых решений, определяемое (4.11), мо-

жет зависеть от степеней дальновидности {Ni} элементов. В этом
случае следует определять гарантированный результат по мно-

жеству возможных значений степеней дальновидности элемен-

тов. Заметим, что, как правило, гарантированный результат до-

стигается при бесконечных значениях степеней дальновидности

АЭ. В этом-случае условия (4.13), (4.15), определяющие устой-

чивые оценки, принимают более простой вид
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` Фи[А(а”), x;(a*), а| = тах Ф;[А(а), x; (a), ай,
\ a Qj

* * о * 9

A=(A,, а.,..., @1-1, Q, ана, ..., An); (4.17)

Особый интерес в случае адаптивного способа формирования

данных представляют прогрессивные механизмы функциониро.

вания. Действительно, для любого прогрессивного механизма

максимум в условиях (4.17) (а также в условиях (4.13) при до-

статочно большом No; и в условиях (4.15)) достигается в един-

ственной точке а;’=г.. Следовательно, для этих случаев един-

ственной устойчивой оценкой является достоверная оценка Г;

для всех AQ. Поэтому выбор реализации уг в любом периоде

функционирования производится из условия максимума

i(A, Хх, Yi) на всем множестве В;(х,, г;) возможных реализаций.

Критерий эффективности функционирования центра (4.16) в этом

случае совпадает с критериями эффективности для случая силь-

ных штрафов за отклонение реализации от плана и за искаже-

ние информации (3.9). Таким образом, применение адаптивно-

го способа формирования данных в случае прогрессивных ме-

ханизмов дает примерно такой же эффект, как введение силь-

ных штрафов при встречном способе формирования данных (есте-

ственно, этот вывод справедлив при соответствующих правилах

рационального выбора стратегий).



Глава [Х

ЗАДАЧА ВЫБОРА

ОПТИМАЛЬНОГО ЗАКОНА УПРАВЛЕНИЯ

В данной главе рассматривается задача выбора закона управ-

ления при встречном способе формирования данных. Доказыва-

ется ряд результатов относительно законов открытого управле-

ния и оптимального планирования. Определяются условия, кото-

рые обеспечивают совпадение реализации с планом, достовер-

ность сообщаемой информации, оптимальность законов управ-

ления.

$ 1. Гипотеза слабого влияния

Рассмотрим ситуации равновесия по Нэшу в качестве устой-

чивых решений игры АЭ. Запишем условие равновесия по Нэшу

в АС с критериями эффективности элементов (8.2.3). Набор

стратегий s*= {5} называется равновесным по Нэшу, если

sic;
e, * *

где 5* (i) = (51, у Sinz, Si, Sita, +.) Sn).

Определение ситуаций равновесия (1.1) и анализ их свойств

в общем случае — довольно сложная задача. Сформулируем
следующую гипотезу слабого влияния как гипотезу о поведении

элементов: каждый элемент не учитывает влияние сообщаемой

им оценки S; на управление A(S). Ситуация равновесия при ги-

потезе слабого влияния (если она существует) определяется

условиями

фи (А, x; (S*), 11) = max pi (A", х:($* (1), 11); (1.2)
i

где \"==A(s*). Заметим, что ситуация, определяемая (1.2), уже

не является точкой Нэша в смысле (1.1). С другой стороны, си-

туация, определяемая (1.1), не является в общем случае равно-

весной при принятой выше гипотезе поведения. Ситуацию, опре-

деляемую (1.2), будем называть точкой Нэша при гипотезе сла-
6020 влияния или просто ситуацией равновесия, если известно,

что имеет место гипотеза слабого влияния.

Основанием для введения гипотезы слабого влияния служат

следующие обстоятельства. При достаточно большом числе пред-

приятий и отсутствии монопольного эффекта в отрасли, факт
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слабого влияния отдельного предприятия на параметры управ-

ления, общие для всех предприятий отрасли. (цены, нормативы)

хорошо известен.

Для дальнейшего нам потребуется

Лемма 9.1.

тах Фх (^, хь 7) = max (A, хь 1). (1.3)
хе! ЖЕЕХ (ГЛ

+

| р: “ |
Здесь. р,— размерность вектора х;, Ry — положительный - ортант

р;-мерного эвклидового пространства.

Доказательство. Обозначим через О; (А, г:;) множество реали:

заций и:", совпадающих с планом х;'==у:" таких, что

fi (А, X1, Yi) = fi (A, Yt, yi) = nen x f(A, у:, Yi). (1.4)
У

Пусть x, — некоторый произвольный план 1-го AQ, =
ЕО: (^, ri) а у’ — любая реализация, дающая максимум целевой

функции 1-го AD при плане «x,

fi (A, Xi, yi) = = max fi (A, Хх, Yi).

Докажем, что

f(A, Yi, yi) = ae f(a, и, 1) > fils: x1, yi). (1.5)
y;SY КГ)

Если yi =x/GD,(A, г:), то (1.5) очевидно. Пусть 9x и

(1.5) не имеет места

max |(^, Ye, < ВО, и) < НО, и, Yi). (1.6)
Y {SY КГ

Второе неравенство в этой цепочке имеет место в силу CBOH-

ства (7.2.2) целевой функции АЭ. Видно, что (1.6) противоре-

чиво, что доказывает (1.5). Далее можно записать по определе-

нию функции Фф;

max Фи; (А, хь, 7!) = тах тах | (^, хь И).
xjEX И XjSEX 73) деВИхргр

Очевидно, что любая точка (х.=И;, Yi=Yr) принадлежит MHO-

жеству {%,, yd == (4X, (1), WEB (X:, г}, поэтому в.силу (1.5)

max max fi(A, x yd=fild, yr, Ys) >В 2, yi). (1 .7)
| EXD SB yxy,F р

Лемма доказана. 2.
Важное следствие. Достаточным условием существования для

закона управления л ($) == {^ ($), х($) }` равновесия no Нэшу при

гипотезе слабого влияния (1.2) является существование точки
S* такой, что управление A*=A(S*) и план х'=х($') удовлетво-
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ряют условиям

Q; (Л, x1,°N) = max Qj (No", Xt; ri). (1 .8)

Действительно, для любой ситуации $

Фи (A*, хи ($), 71) < max Фи (No*, хь 77).
Же

Отсюда, в силу леммы 9.1, следует приведенное утвержде-

ние.

$ 2. Класс G! законов управления

Анализ законов открытого управления

Будем считать, что закон управления принадлежит классу С(',

если |

а) существует хотя бы одна ситуация равновесия по Нэшу

при гипотезе слабого влияния; | |

б) любая ситуация равновесия по .Нэшу при гипотезе слабого

влияния удовлетворяет (1.8).

Важное свойство законов управления из класса G! устанав-

ливает следующая теорема.

Теорема 9.1. Если закон управления л($) принадлежит

классу G', то в ситуации равновесия $’ для каждого элемента

реализация 1; совпадает с планом х: (5*).

Доказательство. В силу (1.7) для любой ситуации равнове-

сия S*

фе (A(s*), хи (5*), 1) = тах ;(A(s*), хь 1) =
x ;SX j(r;)

s s

= max max f(a, хь Y= F(A, и, Yi) (2.1)
ЖЕХ КГ Y;SB(x;,7))

т. е. в ситуации равновесия x;(S*)=y,". Теорема доказана.

В классе законов С! особое место занимают законы открыто-

го управления (ОУ). Это обусловлено свойствами законов ОУ,
которые устанавливают следующие две теоремы.

Теорема 9.2. Для закона ОУ ситуация $*=г является рав-

новесием вида (1.8).
Доказательство. Ввиду следствия леммы 9.1, если существу-

ет $° такая, что выполняется (1.8), то $“ ситуация равновесия.

Для закона ОУ (1.8) выполняется при $*=г. Теорема доказана.

Следствие 1. Закон ОУ принадлежит классу Gt (в пред-
положении гипотезы слабого влияния). То есть, для закона ОУ
существует ситуация равновесия (1.8), и любая ситуация рав-

новесия удовлетворяет (1.8).
Доказательство. Существование ситуации равновесия (1.8)

для закона ОУ следует из теоремы 9.2. Нужно доказать, что лю-
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бая ситуация равновесия для закона ОУ. имеет вид (1.8). Дока-
жем это от противного. Пусть $” ситуация равновесия такая,

что $“ удовлетворяет (1.2), но не удовлетворяет (1.8), т. е. Ai:

х: (5$*)6ЕО.(^, г.) (обозначения взяты из доказательства лем-
мы 9.1). Рассмотрим следующую ситуацию S'=(S,", ..., S*s-1;

ri, 54) ..., Sn”). Докажем, что для закона OY

ф:(^А", X:(S*), 71) > Qil(A*, 8"), г) (2.2)

и, следовательно, $" не является ситуацией равновесия. Можно

записать

фи (A*, x, ($1), r))= max Ф, (А, x, п) =
4 j;EX (77)

= max max f;(A*, хь y)= max р (А, у y=
xj;EX j(7;) y;SB (x1; yjSY (r;)

= max =f, (A*, x; (s*), у) = ФИМ, x:(S*), 7).
4 SB j(x;(S*),73)

Первое равенство в этой цепочке следует из определения за-
кона ОУ; второе — в силу определения функции G;; третье — pac-

сматривалось в доказательстве леммы 9.1; доказательство стро-

гого неравенства, стоящего в этой цепочке, проведено в лем-

ме 9.1; следующие дальше преобразования вытекают из опреде-

ления функции Qi.

Следствие 2. Если существует единственная ситуация

равновесия для закона ОУ, то она имеет вид $*=г.

Теорема 9.3. Пусть для закона ОУ существует единствен-

ная ситуация равновесия. Тогда он является оптимальным реше-

нием задачи выбора закона управления (8.3.3) в классе G*, т. е.

УлеЕС! : К, —К..

Доказательство. Пусть ситуация равновесия для закона ОУ

единственная. Тогда в силу следствия 2 $*=г и, кроме того,
x(s*)=y", где У’ определяется Условиями (2.1). Гарантирован-

ное значение целевой функции АС на множестве оптимальных

реализаций AD T(A(s), х($), г)

Ч (^, х, г) = min Ф(А, x, У),
уЕТ(А,х,г)

и в ситуации равновесия s*=—r для закона ОУ 5

¥ M(t), х(°), = _ тах. ФО, у, У), (2.3)
L,yeD(A,r)

где D(A, ПИК (^,, г; eure

В этой записи используются два условия. Во-первых, для любо-
го закона леС' в ситуации равновесия множество оптимальных
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реализаций Т(^($), х($), Г) состоит из единственной точки
у*—х($"). Поэтому при определении гарантированного значения

целевой функции АС операцию взятия минимума на множестве
T(A, х, г) = {Г(^ ($), х:($), г:)} можно опустить. Во-вторых, для

закона ОУ в ситуации равновесия $“”==г условие равновесия

(1.8) и условие согласования (7.8.5) совпадают.
Рассмотрим теперь любой закон леС' и пусть $л” ситуация

равновесия при этом законе управления. Значение целевой функ-
ции АС в ситуации равновесия Ф (^,", Ya", Ya"), где An EL ул”
ЕО (), г), очевидно, не превышает

тах D(A, у, у),

что совпадает с (2.3). Теорема доказана.

В следствии 2 теоремы 9.2 и теореме 9.3 существенно ис-

пользуется единственность ситуации равновесия. В связи с этим

интересно определить достаточные условия единственности си-

туации равновесия (1.8) для закона ОУ.

Обозначим через Д;(А, S;) множество согласованных планов

1-го AD при управлении A и оценке $.

Условием равноправия функций предпочтения АЭ будем на-

зывать следующее условие: ’

V st, ЕО, 5-5 УЛЕГ: Aj (A, 81) П Ax (A, 87) = Z. (2.4)

Содержательно оно означает, что для любых несовпадающих

оценок соответствующие множества согласованных планов АЭ

не имеют пересечений.

Теорема 9.4. Если выполняется условие равноправия

функций предпочтения (2.4) для всех АЭ, то для закона ОУ
“=f — единственная ситуация равновесия (докажите само-

стоятельно).

Следствие. Пусть VAEL, У$:=0; функция предпочтения

каждого AD имеет единственный максимум в точке %1;==%i(A, Si),
причем %(A, Si‘) x:(A, $7), (5$1=2$г). Тогда $“==г — единствен-

ная ситуация равновесия. Справедливость следствия следует из

выполнения условия равноправия функций предпочтения для

каждого АЭ системы.

Достаточные условия единственности ситуации равновесия

в общем случае можно получить, вводя в целевые функции эле-

ментов штрафы за искажение информации. Будем предполагать,

что если на этапе формирования данных AD сообщают недосто-

верную информацию, то на этапе реализации плана центр всег-

да может это определить. В этом случае элементы всегда несут

потери при сообщении недостоверной информации.

Теорема 9.5.. Если в АС введены штрафы за искажение

информации, то для закона ОУ $*==г — единственная ситуация

равновесия при гипотезе слабого влияния.
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Доказательство теоремы предлагаем провести самостоя-

тельно.

Отметим, что в условии теоремы ничего не говорится о «силе

штрафов». Поэтому достаточным условием единственности си-

туации равновесия для закона ОУ являются слабые штрафы,
которые практически всегда присутствуют в системе, например в

виде чисто морального стимула сообщать достоверную информа-

цию при прочих равных условиях.

Выпишем теперь значение целевой функции АС для. закона

ОУ в ситуации равновесия $“’=г (выражение взято из доказа-

тельства теоремы 9.3):

Ч (A(s*), x(s*), г) = mix W(A, x, Г).
AGL

x©D(A,Pr)

Легко видеть, что из-за условий согласования и равновесия (KO-

торые в данном случае совпадают) закон ОУ в ситуации рав-
новесия $“==г не обеспечивает в общем случае максимально

возможное значение целевой функции

Чт (г) = max ¥ (A, x, г) = тах D(A, у, У)
AEL MEL~

x@X(r) yeY(r

и, следовательно, не обеспечивает абсолютно оптимального зна-

чения критерия эффективности функционирования центра К=1.
Обозначим через Ч’.($) (Ч„($)) значение целевой функции

АС при наборе оценок $= {s;} в оптимальном решении задачи
согласованного планирования (7.8.3) -—- (7.8.5) (задачи оптималь-

ного планирования (7.8.3), (7.8.4)). Определим коэффициент
согласования (считаем, что Ч„($).>0) 0.($) =. ($) Ч ($) = 1.

‘Sakon СУ называется эписогласованным, если для него коэф-

фициент согласования р.($)==1| для всех $Е@. Содержательно
условие эписогласованности закона ОУ означает «согласован-
ность» целей системы и элементов системы. Если цели системы

и подсистем «согласованы плохо», то представляется естествен-

ным «подправить» целевые функции подсистем, что можно по-

нимать как задачу критериального управления (см. гл. VIII).
Теорема 9.6. Пусть закон ОУ удовлетворяет условиям

теоремы 9.3. Для того чтобы он был абсолютно оптимальным

(т. е., Koyy=1), необходимо и достаточно, чтобы OH был эписог-

ласованным (докажите самостоятельно).

Таким образом, законы ОУ в ситуации равновесия при гипо.

тезе слабого влияния: | |

1) обеспечивают совпадение назначаемого Ц плана и выби-
раемой AD реализации; =

2) в предположении, что задача оптимального согласованно-

го планирования (7.8.3) — (7.8.5) имеет решение, обеспечивают

существование ситуации равновесия;
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3) при наличии слабых штрафов за искажение информации,

что в силу приведенных выше соображений можно, как правило,

предполагать, обеспечивают единственность ситуации равнове-

сия. Другое достаточное условие единственности ситуации рав-

новесия формулирует теорема 9.4;

4) при выполнении 3) обеспечивают достоверность сообщае-

мых АЭ данных и являются оптимальными законами управле-

ния в классе G';

5) при хорошем согласовании (эписогласовании) целей АЭ

и АС обеспечивают абсолютно оптимальное функционирование
АС.

Здесь можно отметить еще одно интересное обстоятельство.

Построение законов ОУ (см. главу УП) требует определения

функций предпочтения AD ф:(^, x, S:), что в свою очередь пред-
полагает следующую процедуру. Центр прогнозирует выбирае-

мые АЭ реализации

hi (A, Xi, yi) =f; (A, Xi, Е (A, Xi, S:)) = max li (A, Xi, Zi).
zjSB;j(x;,5;)

Подставляя прогнозируемое значение реализаций в целевые

функции АЭ, он получает _

fi(A, хьЕ (1 Xi, Si)) =; (A, хь, $), (2,5)

т. е. соответствующие функции предпочтения. Для законов ОУ

приведенные выше результаты (теоремы 9.1—9.6) остаются

справедливыми, если центр в качестве функций предпочтения

АЭ будет брать

Это связано с тем, что для функций предпочтения (2.5) условие

согласования имеет вид

0, (A, хь в) = max (А, 2, )= max f,(A, 2, 2%). (2.7)
2j;SX И 2;SX;(S;)

Справедливость последнего равенства в Цепочке (2.7) можно

показать по аналогии с доказательством аналогичного равен-

ства (1.7). В свою очередь условие согласования для функций

предпочтения (2.6)

ф!(^, х)= max Ф,(\, 2) = max f;(A, 2, 2), (2.8)
2;SX j(s;) 2;SX ;(s;)

что совпадает с. (2.7). Таким образом, законы OY с функциями
предпочтения (2.5) эквивалентны законам СУ с функциями

предпочтения (2.6).
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$ 3. Случай непланируемых реализаций

и целевых функций АЭ без штрафов по ряду компонент

Описанную в главе УП модель АС, постановки задач управ-

ления в главе VIII и результаты предыдущего параграфа мож-

но обобщить в следующем направлении. Предположим, что для

части компонент вектор-реализаций Ц не задает плана, либо не

вводит штрафы за несовпадение плана и реализации.

Рассмотрим сначала случай, когда по части компонент век-

торов-реализаций Ц не задает плана, т. е. по указанным компо-

нентам целевые функции АЭ и АС зависят только от реализа-

ций. Планируемые компоненты вектор-реализации {1-го АЭ бу-

дем обозначать как Y;" (соответственно план ¥,"), a непланируе-

мые компоненты как Y;"*". Используя эти обозначения, целевые

функции АЭ и АС можем соответственно поелставить как

НА, x7, и, и“), ФА ху, у”).

Множеством реализуемых планов Х:(г.) будем называть

множество планов X;" таких, что

Vier ЕЕ ХР (Я и = (УР, yl) & ВКР, п): = a.

Соответственно вводится и множество реализуемых планов си-

стемы в целом. Чтобы распространить приведенные выше поста-

HOBKH задач управления на этот случай, можно воспользоваться

следующим формальным приемом. Будем предполагать, что для

каждого AD реализации и:"-" также планируется, т. е. центр 3a-

дает соответствующий план х:“". Тогда множество реализуемых

планов X;"(r;) можно расширить до множества Х;:(г:) = У: (п),

а множество реализуемых планов АС в целом Х"(г) расширить

до Х(г) =У(г). Множество возможных реализаций 1-го AD при

плане X;== (x,", x7") : В: (x, г.) по-прежнему не зависит от пла-

на х:*""., т. е. В; (ха, ri) = В: (x7, Г).

Условие (7.2.2) теперь необходимо заменить на следующее:

(А, Хь Yi) ЭР, Ys Ys), (3.1)

причем | (А, хь у;) =Р (No Уь Yi), если хе=уг, и L(A, Xy и) <
<fi (A, Yi Yi), если XA уг.

Таким образом, мы приходим к описанной выше модели AC
и постановкам задач управления с той лишь разницей, что ус-

ловие (7.2.2) заменено на (3.1). С учетом этого можно доказать

теорему, обобщающую теорему 9.1,

Теорема 9.7. Если в АС закон управления принадлежит

классу G', то в ситуации равновесия $” для каждого элемента

реализация y;" совпадает с планом x;"(s*).

Формулировки теорем 9.2—9.6 остаются без изменений.

Рассмотрим теперь случай, когда есть такие компоненты

вектор-реализаций АЭ, для которых определяются их плановые

значения, но в целевые функции АЭ не введены штрафы за от-
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клонение реализацни от плана. Если по соответствующим ком-

понентам штрафы не введены и в целевую функцию АС, то оста-

ются справедливыми все выводы, сделанные для АС с частично
планируемой реализацией АЭ. Если же в целевую функцию АС
введены штрафы по тем компонентам вектор-реализаций, по ко-

торым АЭ не штрафуются, то ситуация меняется. Поскольку для

тех компонент, по которым не введены штрафы за искажение

реализации от плана, принадлежность закона управления Клас-

су G' уже не обеспечивает в общем случае совпадения плана и
реализации, то Ц может нести от этого потери. Это может при-

вести к невыполнению теорем 9.1, 9.3 и 9.6.

$ 4. О централизованном и децентрализованном
управлении в АС -

Важным направлением в теории активных систем представ-

ляется применение развиваемого в рамках этой теории подхода

к исследованию иерархических активных систем с различной

степенью централизации управления и решение задачи о выбо-

ре оптимальной степени централизации управления. В методо-

логическом плане не менее важной представляется возможность

единого подхода в рамках теории АС к иерархическим систёмам

с различной степенью централизации управления (см. гл. П).

Предельным случаем централизации управления является NOA-

ностью централизованная система, в которой центр устанавли-

вает управление A и план X= {=}, причем размерность xX; сов-
падает с у; (полностью планируемая реализация) и, кроме того,

реализация совпадает с планом (у=х). В данном случае фор-

мально пропадает различие между планом и управлением; по-

скольку то и другое устанавливается центром, а реализация сов-

падает с планом. Предельным случаем децентрализации управ-

ления является полностью децентрализованная система (рыноч-

ная система), в которой управление A (например, цены) и план

X; центром не устанавливаются, а выбираются самим АЭ (т. е.

наряду с у: появляется реализация управления wi). Отметим,

что в этом случае также стирается формальное различие меж-

ду реализацией плана и реализацией управления, поскольку то

и другое выбирается АЭ. Далее мы ограничимся исследованием

систем, в которых управление A устанавливается централизован-

но (АЭ не имеют права его менять) и планируются все компо-

ненты вектор-реализации.

Для формального определения степени централизации | pac-
смотрим две системы стимулирования (\", В!) и (\, В*). Пусть

для всех допустимых, ^, Х имеет место

1. М, Yn 9) =f (0, Ys у) (уеЕТУ(п)) (при совпадении
плана и реализации системы стимулирования неразличимы);

2. B? (x, r:) (Bi (x, г);

3. i? (A, Xiy y:) =} (A, Xiy Yi), (yieB? (X;, г:)).
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В этом случае будем говорить, что система стимулирования

(W?, В“) имеет большую степень централизации, чем (W', В’)

((W?, В?) > (М, В')). Если (\, B2)>(W!, Bt) и (W!, В*) >
> (\*, B*), то системы имеют одинаковую степень централиза-

ции. В противном случае, системы несравнимы по степени цен-

трализации.

Содержательный смысл такого определения степени центра-

лизации вполне понятен: чем больше степень централизации, тем

меньше свобода выбора реализаций и тем больше ответствен-

HOCTb за отклонение реализации от плана. Аналогично можно

сравнивать два механизма ‘функционирования в одной АС

5 = (W', В л') и >= (\*, В*, x’). Будем говорить, что Х* име-

ет большую степень централизации, если (W’, В*) > (М, В'),

т. е. большую степень централизации имеет соответствующая

система стимулирования. Наконец, если активную ‘систему с дву-

мя различными механизмами функционирования рассматривать

как две различные системы, то можно говорить о степени цен-

трализации АС. Активная система 0?=(Y?, L?, У?) имеет боль-
шую степень централизации, чем 0'=— (У*, L', »!), если их опи-

сания совпадают (т. е. (У*, L!) == (У?, L?)) их !.

Докажем теорему. обобщающую теорему 2.1. Обозначим G*
множество механизмов функционирования, для которых $=Г

является ситуацией равновесия, и в ситуации равновесия реали-

зация совпадает с планом. Рассмотрим два механизма >! и 2’,

имеющие один и тот же закон управления {A(s), х($)}.
Теорема 9.8. Пусть У и DteG*. Тогда Хе“.

Доказательство. Обозначим

Pi (Л, Ар г; — тах fi (A, Xj, y;)
иеВ!(хргр

(аналогично я (Л, Xi г;)). Заметим, что фи[А(г), х:(г), и: =
—Фг[^ (г), (rf), г.|, так как при s=r ая, выбираемая
AS, совпадает с планом ив &', ив ** (в У! потому, что YEG,

а в >" потому, что **>>!). Обозначим S(i) = (Ty, Г, ..., Ttaty $6
Listy Hoey r,). Имеем

кА. х: (г), 1s) =Qi' (Ay ха (г), 14) Spe (No xl (0 ], re) 2
=f ( » 5 ий) А, «(ВТ УЕФА, (0 ], 7), где
у’ — оптимальная реализация при плане x,[S(i)] в »?. Следо-
вательно, $=Г ситуация равновесия в У^.

Заметим, что в системах с полной централизацией управле-

ния S==f единственная ситуация равновесия для прогрессивных

механизмов функционирования. Прогрессивным при гипотезе

(CB), называется механизм функционирования (соответственно
закон управления), для которого ФАА, х:($), Si], возрастающие

функции S; Таким образом, с увеличением степени централиза-

ции ситуации равновесия «сходятся» к единственной ситуации

$=г. Эти рассуждения делают весьма правдоподобной следую-
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щую гипотезу: при увеличении степени централизации ситуация

равновесия $” «сдвигается» в сторону сближения сг (например,
существует некоторая функция расстояния р(5;”, /:), которая

уменьшается при увеличении степени централизации). На со-

держательном уровне эта гипотеза представляется довольно

естественной, поскольку увеличение ответственности за выпол-

нение плана стимулирует повышение степени достоверности ин-

формации. Если принять такую гипотезу, то результат теоре-

мы 9.8 можно усилить: если $*=Г — единственная ситуация рав-

новесия в »'!, то $*==г — единственная ситуация равновесия BD’.

Таким образом, множество законов, для которых 5$“=Г,

у’—х’ является ситуацией равновесия, «расширяется» с увели-

чением степени централизации управления. Поэтому оптималь-

ный механизм функционирования на множестве G* существует
в системах с полной централизацией управления (напомним, что
мы рассматриваем только прогрессивные механизмы). Заметим,

однако, что этот вывод справедлив, если не учитывать затраты

на систему управления, которые, очевидно, возрастают с повы-

шением степени централизации.

$ 5. Полная централизация в А.С.

Прогрессивные законы оптимального планирования

Понятие АС с полной централизацией управления было вве-

дено нами в предыдущем параграфе. Рассмотрим для таких си-

стем законы оптимального планирования (ОГП) (см. главу УП).

Для абсолютной оптимальности закона ОП необходимо и до-

статочно выполнения двух условий в решении игры активных

элементов. Во-первых, совпадение реализации У и плана Х; во-

вторых, достоверность сообщаемой активными элементами ин-

формации s*=r. Первое условие выполняется в силу полной

централизации. Достаточным условием выполнения второго яв-

ляется принадлежность закона ОП классу прогрессивных зако-

нов G"?, Можно сформулировать следующую теорему.

Теорема 9.9. Если в АС с полной централизацией управ-

ления ОП принадлежит классу прогрессивных законов G"?, то

он является абсолютно оптимальным (Ки==1|) (докажите эту

теорему самостоятельно).

Теорема хорошо иллюстрирует причину широкой распростра-

ненности принципа оптимального планирования в системах с

полной централизацией управления. Действительно, при выпол-

нении условий теоремы этот принцип обеспечивает абсолютную

оптимальность функционирования АС. Однако необходимо от-

метить, что применение принципа оптимального планирования

не обеспечивает автоматически достоверности сообщаемой эле-

ментами информации. Как мы показали в главе Т, могут иметь

место ситуации, когда в АС с полной централизацией управле-

ния закон ОП не обеспечивает достоверности сообщаемой эле-
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ментами информации, что в свою очередь может привести

к функционированию АС, далекому от оптимального. К настоя-

щему времени в большинстве работ по оптимальному планиро-

ванию вопрос откуда и как брать информацию для решения за-

дачи оптимального планирования (т. е. способ формирования

данных) и вопрос определения степени искажения сообщаемой

элементами информации, либо совсем не ставятся, либо рассма-

триваются в отрыве от задачи принятия решений. В основном

в связи с применением принципа оптимального планирования

исследуются вопросы построения моделей оптимального плани-

рования и методы их расчета. Также следует отметить, что если

речь идет о системах с частично децентрализованным управле-

нием, то при исследовании эффективности принципа ОП необ-
ходимо учитывать, что реализация, выбираемая элементами, мо-

жет не совпадать с планом.



Глава Х

ПРИНЦИП СОГЛАСОВАННОГО УПРАВЛЕНИЯ

Как мы убедились в предыдущей главе, задача выбора оп-

тимального закона управления является в общем случае доволь-

но не простой. Нам удалось найти оптимальный закон в классе

G* — закон ОУ. Примечательно, что в ситуации равновесия для

закона ОУ сообщается достоверная информация (степень иска-

жения информации А=0), и реализация совпадает с планом

(степень расхождения реализации и плана 6=0). Если рассмо-

треть задачу выбора оптимального механизма в классе прогрес-

сивных механизмов, обеспечивающих достоверность информа-

ции, то здесь мы показали, что оптимальный механизм существу-

ет в системах с полной централизацией управления. Однако

задача его конструктивного определения не решена в общем

случае. Тем более сложной является задача определения опти-

мальных механизмов в системах с частичной централизацией

управления (если полная централизация в системе не допусти-

ма по тем или иным причинам). Поэтому важной задачей явля-

ется исследование законов управления специального вида.

В этой главе мы проведем исследование множества законов

согласованного управления при встречном способе формирова-

ния данных. Нас будут интересовать условия, при которых

устойчивым решением игры является сообщение всеми АЭ до-

стоверных оценок {r;}. В качестве принципа рационального вы-

бора стратегий примем принцип максимального гарантирован-

ного результата.

$ 1. Задача согласованного планирования

Принцип согласованного управления был сформулирован в

главе УП. Любой закон согласованного управления (СУ) опре-

деляется как решение некоторой задачи согласованного плани-

рования (CIT) (задача 7.8.3), (7.8.4), (7.8.6). В этой главе мы

будем рассматривать задачу СП с условиями в-согласования

(7.8.7). Выпишем эту задачу еще раз:

. Ч (А, х, $) > тах, ^ хеЕХ ($), ЛЕГ, (1.1)

P(A, Xz, $1) > & сах фи (A, 2, 51), а 1 (1.2)

(вместо оценок о; мы пишем S;, так как рассматривается встреч-
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ный способ формирования данных). Обозначим А;(^, Si, &) —
множество согласованных планов 1-го AQ. Тогда условие х:е

=А:(5:) и условие согласования можно заменить одним услови-

ем хД; (А, Si, 8).

$ 2. Гипотеза слабого влияния

Гарантирующая стратегия i-ro AD определяется из условия

максимума по $; гарантированного результата

ф: (5:1) = min ФЕ [А ($), х+ ($), ri]. (2.1)
{5 fAt}

Для гарантированного результата (2.1) справедлива оценка в

случае законов СУ (1.1), (1.2):

ф: (51) > шп min $ (A, %, 7). (2.2)
AGL хХЕАКА,5 ре)

Заметим, что определение гарантированного результата (2.1)

является довольно сложной задачей для АЭ, поскольку он дол-

жен решить задачу минимизации своей целевой функции по

оценкам {S;, |5-=1}, при условии, что A(S) и х:($) являются опти-

мальным решением задачи согласованного планирования (1. п),

(1.2). Определение оценки (2.2) является гораздо более простой

задачей минимизации gi(A, x, г:) при условиях (1.2) и ЛЕЁ.
Поэтому весьма правдоподобной представляется гипотеза, что

при определении гарантирующих стратегий АЭ будет максими-

зировать оценку (2.2) гарантированного результата. В этом

случае принцип рационального ‘выбора стратегий запишется в

виде

Правило (2.3) называется принципом максимального гаранти-

рованного результата при гипотезе слабого влияния. При этом

имеется в виду следующая гипотеза: АЭ независимо от сообща-

емой на этапе формирования данных оценки 5; ожидает на эта-

пе планирования установления любого A из Ё и любого согласо-

ванного плана из A;(A, S;, &) (будем кратко обозначать эту ги-
потезу (CB). в отличие от гипотезы (СВ)., используемой в гла-

ве [Х при анализе ситуаций равновесия). Действительно, прин-

цип рационального выбора стратегий при гипотезе (СВ), будет

определяться (2.3). Заметим, однако, что для обоснования

принципа (2.3) достаточно более слабого предположения, а

именно: при любой оценке 5; AD может ожидать установления

на этапе планирования управления А! (5:) и согласованного пла-

на х:Е А; (Л! (5:), Si, в;) таких, что значение целевой функции рав-

но оценке (2.2).
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В дальнейшем мы будем предполагать, что принцип рацио-

нального выбора стратегий определяется условием (2.3) и соот-

ветствующие стратегии будем называть гарантирующими стра-

тегиями, а совокупность гарантирующих стратегий — гаранти-

рующей ситуацией. Для краткости управление A* (5), на котором

достигается гарантированный результат при гипотезе (СВ)», бу-

дем называть гарантирующим управлением (хотя более пра-

вильным было бы назвать A‘(S;) минимизирующим управле-

нием).

Перейдем к исследованию гарантирующих стратегий для за-

кона OY (=1).

Теорема 10.1. При гипотезе (СВ), для закона ОУ страте-

ГИЯ 5: =/; является гарантирующей.

Доказательство. Требуется доказать, что У $1:

min min 9,(A,%,7;)>min ша ФО %;, 7).
NEL ЕАК, Гр) AGL Xj;EAj(A,5;,1)

Для этого достаточно доказать, что VsS;,E2;, VAEL

min Ф(, хьгд= max (A, x, 7) > min @,(A, хр).
хЕАКА,гГ1,1) жеХ (гр хЕАИ^. 51,1) .

(2.4)

Условие (2.4) эквивалентно следующему VAEL, Vx,

тах max f(A, хь и) > тах (А, хь И).
жехХиг) иеВИхЬГ) yi=B; (x, ri)

Для доказательства последнего условия обозначим и; такое ц;,

что (А, хь и) = max f;(A,x;, и). Имеем на основании свойства
иВИху,г])

(7.2.2) функций | (А, хь, Y2)

2 max max f;,(d, хь и) >
1ЕХАГР y;SBz(x;,7;)

Sith, Yr, Ys) >A, x, и)= тах |, хи).
ИЕВИХ, Tt)

Теорема доказана.

$ 3. Достаточные условия единственности

гарантирующих стратегий для законов ОУ

Следующая теорема формулирует условия на целевые функ-

ции АЭ, достаточные для существования единственной гаранти-

рующей стратегии $;== /:.
. 2

Обозначим A; (5, si) = min min @;(A, хь $). Заметим, что
| NEL 44S; (^, she 1)

й; ($:, г;) опрэдэлязт гарантированный рэзультат при стратегии Sj.
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Теорема 10.2. Для того чтобы Si=r; была единственной

гарантирующей стратегией, достаточно Vs;', s?eQ, $1 5Е5$Р

hi(s;, sz) > No (&, 51). (3.1)

Доказательство. Пусть 5:57, тогда в силу условий теоремы

при 5Р=и., $ ==5; имеем У$:= 0;

min min ФО, x, 7r;)>>min min ФО, хь п).
AGL ЖЕАКА,Гр1) AGL X;,SAj(A, 51,1)

Теорема доказана. |

Замечание |. Достаточным условием для выполнения

(3.1) является Vs, SFEQ,, ssé&s/?, VAeEL

Ак (А, 82, &) \Ai(A, 87, &) = ©. (3.2)

Условие (3.2) будем называть слабым условием равноправия

функций предпочтения. Содержательно оно означает, что для

любых двух функций предпочтения и любого управления най-

дется план, который является согласованным для одной функции

предпочтения, но не является согласованным для другой. Это

условие действительно является более слабым, чем условие рав-

ноправия функций предпочтения, приведенное в главе IX, кото-

poe для законов СУ имеет вид У5:', SP EQ, $155, VA

Аг (А, $, &:) [| АЕ, $, в) =. (3.3)

Очевидно из (3.3) следует (3.2) (предполагается, что А; (А, Si

=:) >= © при любых AGL, 5:2 9, 0< в, 1).

Замечание 2. Гипотеза слабого влияния, приведенная в

этой главе, отличается, как легко заметить, от гипотезы слабого

влияния, используемой в главе IX, Однако теорема 10.1 оста-

ется справедливой, если слабое влияние понимать в смысле

главы IX, Действительно, по существу в теореме 10.1 доказан

более сильный результат, а.именно: VAGL, У5$1 Е;

min Ф/ (А, хь п) > по ФИА Хь п).
хЕАКА Гри) XjSAj(A, S701)

Отсюда следует, что S;=F; является абсолютно оптимальной

стратегией. Для справедливости теоремы 10.2 для любых AGL

необходимо условие (3.1) заменить на слабое условие равно-

правия функций предпочтения (3.2).

Следствие. Пусть VAEL, Vs:;eQ; функция предпочтения

ф:(Л, х. Si) имеет единственный максимум в точке х:(^, $:), при-
чем х;(Л, $1) Fx (А, $2) для 515Е5г. Тогда $:=/. единственная

гарантирующая стратегия. Доказательство сразу следует из

справедливости условия (3.2) (см. замечание 1). Это следствие

аналогично следствию к теореме 9.4 в главе [Х.

Достаточные условия единственности гарантирующей страте-

гии 5:=/: в общем случае можно получить, рассматривая целе-
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вые функции АЭ со штрафами за искажение информации. Опре-
делим понятие системы со слабыми штрафами. Пусть 2,7 — мно-

жество гарантирующих стратегий в системе без штрафов. Пусть

далее штрафы настолько малы, что практически не меняют мно-

жества гарантирующих стратегий. Тем не менее они все-таки

есть, и поэтому гарантирующая стратегия выбирается из условия

минимума штрафов на множестве г. По существу, введение сла-

бых штрафов является формальным отражением принципа: если

имеется несколько гарантирующих стратегий, то АЭ выбирает из

них наиболее близкую к достоверной (мерой близости является

величина штрафа за искажение информации). Очевидно, что в си-

стеме со слабыми штрафами сообщение достоверных оценок

является единственной гарантирующей стратегией АЭ.

$ 4. Достаточные условия единственности

гарантирующей стратегии $;= Г; для законов СУ

Перейдем к рассмотрению законов СУ при 0<=:< 1.

Теорема 10.3. Пусть имеет место условие равноправия

функций предпочтения (3.2). Тогда $: =; — единственная гаран-

тирующая стратегия. -

Доказательство. Положим 5#1==5, 52==г:. Пусть 5:47; В силу

(3.2) VAGL найдется план ХА, (^, Si, в) \Ai(A, гь в). Имеем

min @;(A, x: п)< а max Q;(A, хь Г
ЖЕАКА, $1,1) x jEX Игр

< min WP; (A, Xt, ri).
XjSA (0.7 7,8;)

Теорема доказана.

Пример. (Задача распределения сырья, см. гл. П § 1.)

Условия =-согласования имеют вид

Qs1 Уж— Ах, > ©, max (25, И х.— Ах).
xj

Множество A,(A, S;, &) определяется следующим образом:

$2 _ 2

(УГ < < t+ Vimar.

Очевидно, что при 51525? всегда найдется х.ЕА,(/, Si, в;) \

ЗАКА, 52, =). Таким образом, условия равноправия функций
предпочтения выполняются.

Достаточные условия того, что стратегия, $:==/; является га-

рантирующей и единственной для задач достаточно общего вида

в случае =-согласования можно получить, рассматривая целевые

функции со штрафами за искажение информации.

Рассмотрим случай сильных штрафов за искажение инфор-
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мации. Заметим, что гарантированный результат 1-го AD при

сообщении оценки SiX7; и установлении управления A больше

или равен

=: max @;(A, Xj, $1). (4.1)
x;EX j(S;)

Предположим, что гарантированный результат равен этой вели-

чине при любых $5: 7, AGL, т.е.

min” Q; (Л, X iy S;) = &; max Ф; (^,, Xi; S;). (4,2)
ХЕАКА, 58] x;SA,(A, ‘Г 21)

Тогда имеет место

Теорема 10.4. В системе с сильными штрафами за иска-

жение информации $: =/; единственная гарантирующая страте-

гия АЭ.

Доказательство. Пусть Sir, $:5ЕГ.. Тогда имеет место VAGL

min ;(A, ль г) >= тах @;(A, x; п >
ЕЛКА, Гр) жеХИгр

=e max (A, хь п) >! Max (A, хь, $) =
) xj;EX $ x {SX ($

= min Q; (A, Ат, $1).
ЖЕАЦА, 5 ье;) `. .

Первое неравенство в этой цепочке следует из условий в-согла-

сования при S;—=fi, второе — из свойства (8.3.7) множеств

Х: (5:), строгое неравенство следует из свойства (8.3.8) функций

ф:(^, xi, fi), наконец, равенство следует из (4.2). Таким образом,

$: =/; — единственная гарантирующая стратегия.

Если условие (4.2) не имеет места, т. е.

min (A, хь $) = пт ФА, хь я) >
ЖЕЛАЛИ», ре] ХЕХ

> & тах Фф; (A, Xi; S:),

то утверждение теоремы 10.4 сохраняет силу, если Х;:(т:) =

= X;(S;) =X; (множество возможных планов не зависит от сооб-

щаемых оценок S;). Действительно, в этом случае

min ,(A, хь п > min 9, (A, хь r:) >
XjSA(A,F ре) XjEX;

> min фи (А, хь $)= min (A, ль $1.
x;EX; . ЖЕАКА,5 ре)

Теорема 10.4 справедлива и в том случае, если рассма-

тривается система с полной централизацией управления (напри-

мер, система с сильными штрафами за отклонение реализации

от плана). Действительно, в такой системе у:=х:еЕЕВ;(хь $4).
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Следовательно, формально можно записать

fi (A, Xj, x) — тах fi (A, Xt; Yi) —
ИЕВИХрьгр

— тах fi (A, Ар Yi) =i (A, Xty Si).
УЕВИХр, $) |

Теперь можно повторить доказательство теоремы 10.4. Пусть

теперь в системе с полной централизацией управления применя-

ется прогрессивный механизм функционирования, и все АЭ это

знают. Другими словами, каждый АЭ знает, что при сообщении
оценки $2 > 5: (S/°54S,', $7 <Sr;) значение его целевой функции

возрастает (а значит, возрастет и гарантированный результат).

Отсюда, очевидно, следует, что сообщение достоверных оценок

является единственной гарантирующей стратегией каждого AQ.

Заметим, что при доказательстве теоремы 10.4 мы не использо-

вали свойства прогрессивности механизма. Поэтому условие

прогрессивности не является необходимым для справедливости

утверждения теоремы 10.4. Рассмотрим два механизма функ-

ционирования *'== (No, Bt, my) и >*= (No, В?, my), где ле, закон

&-согласованного управления в »' (заметим, что в DX’ он уже

может и не быть законом з-согласованного управления, так

как (A, Xi, $:) =" (А, Xi, $:) в общем случае. Обозначим G* мно-

жество механизмов функционирования, для которых $=г еднин-

ственная гарантирующая ситуация и в этой ситуации у=х (ре-

ализация совпадает с планом).
Теорема 10.5. Пусть 2'@G* и Х>»\. Тогда Хе 0.
Доказательство. Пусть 5:57:. Тогда

. 2 . 1

min @;(A, хь п < min ФА, % ПП <
ХАК», 51,2] ЕЛКА. 5 ре)

: 1 , __ . 2
< min $ (A, хьгр= min о ФЕ, Хь п).

хЕАКА,Грь Е) ХАНА, Грер

Следовательно, 5:=7. единственная гарантирующая стратегия

Bd’.

$ 5. Анализ линейных келевых функций

Дадим иллюстрацию доказанных выше теорем на примере

линейных целевых функций

P(A, x, r)=>) Ajxjrj7, rj l>O0 (5.1)

j=l

(номер AD будем опускать, когда речь идет о любом активном

элементе). |

Примем, что

ВА :А 0; МЕН, Х=|:х2>0, М ay=Th (5.2)
/=1==]
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Содержательно xX; можно интерпретировать как продолжитель-

ность работы предприятия по выпуску продукции вида |, T —

продолжительность периода функционирования, A; — относи-

тельная цена продукции вида J, Г; — производительность пред-

приятия по продукции вида J. В этом случае У, Aj1jX; — объем
1

реализации (см. гл. [У § 1).

Предполагая, что гипотеза слабого влияния имеет место,

рассмотрим закон ОУ. Для определения гарантирующих страте-

гий заметим, что гарантирующее управление A‘(S) удовлетворя-

ет условию

Nj ($) s; = const, (5.3)

(докажите самостоятельно).
Из (5.3), с учетом (5.2), получаем

No; ($) =

Гарантированный результат

фи (5:) = Тип 1 я (5.4)
$ ——»_

максимален на стратегиях S—=yr(y>>0). Таким образом, усло-

вия теоремы 10.2 не выполняются и гарантирующая стратегия

не единственна. Применение слабых штрафов позволяет полу-

чить единственную гарантирующую стратегию $==7.

Рассмотрим теперь законы СУ. Для определения гарантиро-

ванного результата при стратегии $ необходимо найти

й ($, г) = пп = min Мхи = Т ша min А,( AGL xGA(A,8,e) a wit AGL ЛА] ес lM

где с = тах AgSp.
k

Опуская промежуточные выкладки, приведем окончательный

результат

, er M 4 \-1 .
h(s, r)=T min / М = (> = (5.5)

Е |

5, — (1 —=)М с Sk

Легко видеть, что если 5* гарантирующая. стратегия, то и любая

стратегия ys*(y>>0) является: гарантирующей. Заметим, однако,

что стратегия $==г не входит в данном случае в множество га-

рантирующих стратегий, за исключением случая равных /;. Дей-

ствительно, необходимым и достаточным условием максимума
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й (5, г) по $ является

г, М
Vi:

s;—(1—e)M
= b, (5.6)

Это условие не выполняется для $=, если Г; не все равны

между собой. Таким образом, система «слабых штрафов» в дан-

ном. случае недостаточна для обеспечения достоверности сооб-

щаемой информации.

Для определения гарантирующих стратегий из (5.6) находим

3; = M [Е —е) , (5.7)

где 6 определяется из уравнения

т г, -1

У, + | —e| =1. (5.8)
b

]=1

Заметим, что при 6—0 левая часть уравнения стремится к 0, a
при b->co к т/(1—=) >1. Следовательно, уравнение (5.8) име-

ет единственное решение. Окончательно получаем, что любая

гарантирующая стратегия имеет вид

sj =у(м--5(1—г)), y>0. (5.9)

Примем, что величина штрафа за искажение информации

пропорциональна |5“—г|==тах|5$;—;|. Тогда единственная

гарантирующая стратегия. имеет вид (5.9), где у определяется

из условия

тах |(y—1)ry-+¥ (1 —e) 6 | > min, (5.10)

Решая эту задачу, после несложных вычислений получим

пп л, -- тахг;
* — cp

у hop + (t — =) 6

При этом степень искажения информации равна

’ rye Гер = р.

тах ГЫ min ry

= / i —e)b, 5.11A rea marr) + min, +205" ®) (0.11)
m

Пусть Q = I] Q,, где Q;=[d, Р]. Учитывая, что
. ры

р

т—1 +2’
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получаем оценку степени искажения информации

Nx ie (D—d), x=. (5.12)
(т +1—e)+x(m—1-+ 8) D

Имея такую оценку, можно определить ошибку в решении зада-

чи согласованного планирования в зависимости от в и на основе

этой информации решить вопрос о наиболее целесообразном

значении в. Действительно, чем меньше &, тем «слабее» условия

согласования, что увеличивает возможности оптимизации. Одна-
ко с уменьшением & возрастает ошибка в оптимальном решении

задачи согласованного планирования за счет искажения данных.

Упражнение. Определите степень искажения информации

для целевых функций вида

у Nix; i 8) (я)
]=1

| а, если г; > $,rae ( |= ‚если 7/25)
—В — В, если г;< 57,

O<a<l, B6>0.

При каких значениях ©, В сообщение достоверной информации

является единственной гарантирующей: стратегией?



Глава Х]

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

СОГЛАСОВАННОГО ПЛАНИРОВАНИЯ

$ 1. Особенности задач согласованного планирования

Задача согласованного планирования заключается в опреде-

лении согласованного плана х= {х.} и согласованного управле-
ния A, обеспечивающих максимум (минимум) целевой функции

системы V(x, A) при заданных множествах Х допустимых пла-

нов и С — допустимых управлений. Согласованным планом и
согласованным управлением называется план хеХ, и управле-

ние AGL, удовлетворяющие условиям согласования

yex;

где ni(A, x) — функция предпочтения t-ro AQ.
Множества X, L, X; будем предполагать компактными MHO-

жествами Xm, 1, т-мерного пространства соответственно.

Функции W(x, A), ni(A, ^:) предполагаются непрерывными по

И А.

Вопрос существования решения задачи согласованного пла-

нирования в общем случае является достаточно сложным. Даже

если задача оптимального планирования без условий согласова-

ния (1.1) имеет решение, задача согласованного планирования

может не иметь решения.

Условия существования согласованных планов для ряда за-

дач согласованного планирования будут рассмотрены ниже. По-

ка будем предполагать, что согласованные планы существуют.

Обозначим Ч. значение целевой функции в оптимальном реше-

нии задачи согласованного планирования, VY, — значение целе-

вой функции, соответствующее оптимальному решению задачи

планирования без учета условий согласования (это решение бу-

дем называть оптимальным планом). Очевидно, что при решении

задачи на максимум целевой функции справедливо соотношение

Y.<W,,. Примем, что Ч„ >0, и определим

Величина о. называется коэффициентом согласования. Коэффи-
циент у.=1|—0.. естественно назвать коэффициентом рассогла-

сования. Для ряда задач р.=—1| для любых функций предпочте-

ния заданного класса. Такие задачи называются эписогласован-
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ными. Очевидно, что для эписогласованных задач хотя бы один

оптимальный план является согласованным.

Будем рассматривать задачи, в которых целевая функция

системы (xX) не зависит явным образом от управления A. При

этом, если отбросить условия согласования, получим обычную

задачу оптимального планирования

W (x) —х=х-> max. (1.3)

Если известно, что задача является эписогласованной, то для

ее решения достаточно определить множество X° оптимальных

планов задачи (1.3), а затем среди этих планов найти хотя бы

один согласованный. |

В следующем параграфе рассматриваются примеры задач

согласованного планирования, выделяющие важный в приклад-

ном отношении класс задач. Для задач этого класса получены

необходимые и достаточные условия согласованности плана,

предложены методы определения согласованного управления и

алгоритмы решения задач согласованного планирования, осно-

ванные на схемах ветвей и границ и локальной оптимизации.

$ 2. Примеры задач согласованного планирования

Рассмотрим несколько содержательных постановок задач со-

гласованного планирования из различных областей экономики.

Задача 1. Взаимодействие экономической системы с

внешней средой.

Рассмотрим экономическую систему, состоящую из п пред-

приятий (объединений, отраслей и т. д. в зависимости от уровня

рассмотрения). Каждое предприятие может выпускать продук-

цию различных видов. Обозначим i; — производительность

предприятия # по |-му виду продукции, Xj — продолжительность

работы предприятия # по выпуску j-ro вида продукции, Г; — про-

должительность работы предприятия в течение планируемого

периода, 6';,— количество продукции вида R, необходимое для

производства единицы продукции вида J предприятием # (пред-

полагаем, что bt je Известные «нормы расхода» исходных продук-

тов). Обозначим также с; «внешнюю» цену продукции ]-го вида.
Примем, что любое количество продукции любого вида эконо-

мическая система может купить по тем же ценам C;. Задача за-

ключается в определении «внутренних» цен {As} и согласован-
ного плана {x,,}, обеспечивающих максимальный доход системы.
Определим величину дохода.для произвольного плана X= {х.;}.

В дальнейшем, говоря о доходе системы и количествах выпуска-

емой продукции, мы будем иметь в виду планируемый доход и

планируемые количества продукции. Продукции А-го вида будет

выпущено > ах, а требуется ее для обеспечения производства
i
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У, >) бьакси. Поэтому доход от производства продукции k-ro вида
i of

(возможно, отрицательный) будет рав^н ся] Dieta —>) > Вне
i г]

Общий доход системы V(X) при плане х составляет

Y (x)= >) ce > [aura — base =
k 1 Г

— У, > Xj jai (4 —» сё) .
г] Е

Обозначая

t

aij @ —» в = си,
Ё

запишем W(x) в виде линейной формы

Ф (x)= У, > CijXij-
if

Окончательно задачу согласованного планирования можно 3a-

писать следующим образом -

W (x)= > У CyXij > тах (2.1)

г]

при ограничениях хи>0,

> хи=ТЬ (2.2)
]=1

и условиях согласования.

Чтобы записать условия согласования, нужно определить вид

функции предпочтения предприятий. Будем ориентироваться на

поощрительный фонд предприятия как основу его целевой функ-

ции. Если величина поощрительного фонда определяется в OC-

новном количеством реализованной продукции (в стоимостном

выражении), то

т

12 (А, м) =, Авихи, (2.3)

1

а если величиной прибыли предприятия, то

т

> (Noби— 4и/) хи,
j=1

где д; затраты предприятия i при работе по выпуску продукции
вида ] в течение единичного интервала. В дальнейшем для опре-
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деленности будем рассматривать функции предпочтения вида

(2.3). Тогда условия согласования можно записать следующим

образом:

(max Льбь — МЗ) Хи = 9. ^ (2.4)

Задача 2. Выпуск продукции в заданном отношении.

Как и в предыдущем примере, рассмотрим экономическую си-

стему из пл предприятий. В данном случае примем, что исходные

продукты не входят в номенклатуру выпускаемых видов и их

запасы достаточно велики. Пусть определены требуемые количе-

ства D,, 9),,..., Dm продукции различных видов. Заранее нель-

зя утверждать, что существует согласованный план, обеспечиваю-

щий выпуск продукции каждого вида не менее требуемого коли-

чества. В случае, если такого плана не существует, необходимо

определить план с минимальным относительным дефицитом про-

дукции, если существует, то с максимальным относительным из-

бытком всех видов продукции. Обе эти задачи можно объединить

одним критерием

(_. oe
W(x) = ша — УМ a;;x;;. 2.5( ) j D, > ми ( )

‘

A

Получаем следующую задачу: определить относительные

«внутренние» цены {A,;} и согласованный план {х.}, обеспечиваю-

щий максимум выражения (2.5) при условиях (2.2) и (2.4).

Рассмотренные задачи имеют? общие ‘черты. Во-первых, мно-

жество Х; возможных планов 1-го активного элемента определяется

ограничениями х;>0 и Ухи=Т: (в более общем случае,
Л

Ху ии == Ти). Во-вторых, функция предпочтения любого актив-

1

ного элемента имеет вид У А/ЗиХи | более обшем — случае,
/

У (Aisiz— 91) ый Далее рассматриваются, если не оговорено особо,

]

задачи с множествами Х; и функциями предпочтения 1); (А, X;) ука-

занного вида.

$ 3. Условия согласованности плана

Пусть x° — допустимый план активной системы. Kak прове-

рить, является ли этот план согласованным, т. е. существует ли

допустимое управление A такое, что выполняются условия согла-

сования. Рассмотрим решение этой задачи для случая функций
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предпочтения, линейных NO XH A

| т

ИАА, х:) = У, (Ави — ди) хи. (3.1)
f=1

Для функций предпочтения вида (3.1) условия согласования мож-

но записать соответственно в виде

[max (зи — qu) — (No5 — Чи) хи=0. (3.2)

Необходимые и достаточные условия согласованности плана

х’ дает следующая теорема.

Теорема 11.1. Для того чтобы план X° был согласованным,

необходимо и достаточно, чтобы он обеспечивал минимум линей-

ной формы

У У ии (3.3)
i=1 f=1

при ограничениях X50,

т

Я хи =Ть | (3.4)
j=1

n n

> XijSij = У, XiSif. (3.5)

i=1 i=1

Доказательство. Пусть x° — согласованный план, A — согла-

сованное управление. Рассмотрим задачу, двойственную к (3.3) —

(3.5) с двойственными переменными и= (Wy, ..., Un), А= (No, ...

..., Am). Определить и, А, такие, что

—uTit> хИЗИМ — тах (3.6)
i i,j

при ограничениях

План X° удовлетворяет всем ограничениям прямой задачи. Так

как и, — тах (No5 Чи), то условия ‘согласования (3.2) есть не

что иное, как соотношения дополняющей нежесткости для рас-

смотренных задач. Следовательно, X° — оптимальный план пря-

мой задачи.

_ Пусть х’ — оптимальное решение прямой задачи. Тогда суще-

ствует оптимальное решение двойственной задачи UW’, ^^, удовле-

творяющее соотношениям дополняющей нежесткости. Соответ-
ствующий вектор A° является согласованным управлением.

Теорема доказана.
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В практических задачах управление A часто интерпретируется

как цены продукции. В этом случае важным является вопрос о

существовании неотрицательного согласованного управления.

Следствие 1. Для того чтобы план х’был согласованным

(в смысле существования неотрицательного согласованного
управления), необходимо и достаточно, чтобы он обеспечивал

мимимум линейной формы (3.3) при ограничениях (3.4) и

Sy хизи > У хИви..
i i

Доказательство полностью аналогично доказательству теоремы

11.1, с учетом неотрицательности двойственных переменных {Aj}.

Введем дополнительные ограничения на управления, связан-

ные с условием неотрицательности функций предпочтения, что

эквивалентно требованию ш— тах (5—9) 220. В этом случае

необходимые ‘и достаточные ‘условия согласованности плана

определяются теоремой 11.1, в условиях которой ограничения

(3.4) и (3.5) заменяются соответственно на У Ху < Тги Ухизиу >

j г

> >| XifSij-

|

Рассмотрим случай однородных условий согласования, когда

Чв==0,

(тах ApSiz — No51) хи = 0. (3.8)

Из теоремы 11.1 следует, что любой план Хх’ будет согласо-

ванным. Это действительно так, достаточно взять управление

—=0. Однако при однородных условиях согласования нас ин-

тересует существование нетривиальных согласованных управле-

HHH, Т. е. таких, что ^2>0, ^520. На этот вопрос теорема 11.1 уже

не дает ответа.

Примем для дальнейшего, что 5,0, и для любого | суще-

ствует #: 5,;>>0. Действительно, если существует ]:5,=0 для

всех i, то вопрос о существовании нетривиального согласован-

ного управления /.>2>0 решается элементарно. Таким управле-

нием будет A= {No}, где ^;>0 и No=0 для kj. Практически
этот случай малоинтересен. С учетом сделанных предположе-

ний необходимые и достаточные условия согласованности плана

x° дает

Теорема 11.2. Для того чтобы х’ удовлетворял однорол-

ным условиям согласования, необходимо и достаточно, чтобы X”
обеспечивал максимум величины cy(cc>0) при ограничениях

(3.4) и

— Узихи-НУУ зихи < 0. | (3.9)
i 1
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Доказательство. Выпишем двойственную задачу

У, ШГ: > min

i

при ограничениях A>0,

ш— Аб > O, (3.10)

У, АЗихИ! > с. (3.11)

if

Если хо — оптимальный план прямой задачи, то выполняются

соотношения (t4;—AyS,j) х;=0, которые эквивалентны однородным

условиям согласования. При этом, в силу (3.11), А==0. Если

хо — согласованный план, то существуют {^;} такие, что А>0,
^0 ==0 и выполняются соотношения дополняющей нежесткости.

Покажем, что М ^/5ухи>>0. Действительно, если S\Ajsyxi;=0,

if i,

TO Ays,;X77—=0 для всех i,j в силу неотрицательности {Az}, {ху}

{s;}. Далее, существует j:A4; >>0 и существует i: s;; >0. Поэтому

No13 >0 и должно быть x7;=0. Но для указанного i существует

9:хи > 0. Следовательно, в силу условий согласования No5 =

= тах No ^>0 и Noзихи >0. Получили противоречие. Итак,

У Aisuxi > 0. Положим в (3.11) c= 51 ^/зихиу. Управление 4° удов-

i, i,

eTBOpAeT всем ограничениям войственной задачи и Условиям
дополняющей нежесткости. Поэтому хо — оптимальное решение

прямой задачи. Теорема доказана.

Теорема 11.2 отвечает на вопрос о существовании неотри-

цательного согласованного управления A=>0. Рассмотрим теперь

условия существования положительного согласованного управ-

ления A>O, считая, что условия теоремы 11.2 выполнены.

Следствие 1. Необходимыми условиями существования поло-

жительного согласованного’ управления ^`>0 являются следую-

щие: если x7; > 0, то либо $; >0, либо $и=0 для всех Ё.

Доказательство. Пусть х/, >0, $,=0 и существует $ > 0.
Тогда в силу условий согласования А5и=0 > ApS, и, следова-

тельно, Ap = 0. a

Следствие 2. Достаточными условиями существования

положительного согласованного управления являются. следую-

‘щие: $:;>0 для всех Ь, |.

Доказательство. Пусть А, =0. Если хи=0 для всех i, то

можно положить Ay равным любэму положительному чИслу без

нарушения условий согласования, Пусть хи >00. В силу теоремы,
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11.2 существует A, >0. Имеем, в силу условий согласования

No51 = 0 > No3 > 0, что противоречиво.

Для получения необходимых и достаточных условий суще-
ствования согласованного управления ^>>0 обозначим U мно-

жество пар (i, ]), для которых 5.20; в,=1$, для всех

(4, fySU, и;у=Ш А, и:=Ш (заметим, что х,==0 для всех

(i, ПЕРО). Условия (3.8) при этом примут вид

или (U;,—py;—Ojy) хи=0 для всех (i, )=+ Ц.

Теорема 11.3. Для того чтобы х’был согласованным пла-

ном, необходимо и достаточно, чтобы он обеспечивал максимум

суммы

> Oj jX iy (3.13)

if

при ограничениях (3.4) и

У хи=\У ди. (3.14)

i i

Доказательство. Обозначим V== (UW, ..., Un) и W== (pi, ...

..., [im) И, приняв их за двойственные переменные, выпишем за-

дачу, двойственную к задаче (3.13), (3:4), (3.14),

У vil ;— > xo Му —> min
; if Г vip

при ограничениях

Ui— Wj > OF для всех (i, |) GU.

Соотношения допслняющей нежесткости совпадают с усло-

виями согласования (3.12). Это доказывает теорему.

Аналогичную теорему можно доказать для случая 5,=<0 для

всех f, [и $,<0 для всех i, ] таких, что xf, >>0. Приведем ee

формулировку.

Теорема 11.3а. Для того чтобы х’ был согласованным

планом, необходимо и достаточно, чтобы х’ обеспечивал мини-

мум У OX при ограничениях (3.4), (3.14), где в,=ш (—$н)
if ;

для всех 5,<50. |

В заключение параграфа кратко рассмотрим связь однород-

ных и неоднородных условий согласования.

Пусть A’ вектор, удовлетворяющий однородным условиям

согласования, A°— вектор, удовлетворяющий неоднородным ус-

ловиям согласования. Тогда вектор A=YyA'+A2 удовлетворяет

неоднородным условиям согласования, \>0..

Действительно, обозначим @, множество i таких, что xj, >0,

Ю множество ] таких, что @,== ©. Имеем

А Sig Nn Sin для всех ieQ,, ЕК,
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Л5:—би2 А 5— Jin для всех 1Е=0, (ER, и, следовательно,

5—9 5—9 для всех ==, FER.

Приведем несколько простых достаточных условий неотрица-

тельности согласованного управления yAi+A*. Если однородные
условия согласования имеют неотрицательное решение A* >> 0 и

неоднородные условия согласования имеют неотрицательное ре-

шение A720, то любое управление pA'+A? является неотрица-

тельным согласованным (у>—0).

Если однородные условия согласования имеют положитель-

ное решение A‘>0O, а неоднородные условия согласования

имеют решение A” (необязательно неотрицательное), то вектор

VA'+17 является неотрицательным согласованным управлением

при условии `

у > max (— MMI).

$ 4. Определение согласованного управления

В этом параграфе рассматриваются алгоритмы определения

согласованного управления в случае однородных условий со-

гласования. Как и в предыдущем параграфе, исследуется прак-

тически интересный случай $,—0, причем если х°.,>0, To $,>0.

Как уже отмечалось, однородные условия согласования (3.8)

можно записать в эквивалентной форме

Ави > MS, 1S Qi, TER, (4.1)

где Q;= {i: xi;>0}, В ={1:0;==@}.

Сначала получим более удобные необходимые и достаточные

условия существования неотрицательных (положительных) ре-

шений системы (4.1), чем определяемые теоремами 11.2 и 11.3.

Для этого определим тТ-вершинный граф G(x’) с множеством

вершин /=1--т и множеством дуг U. Дуга (Е, j)eU тогда и
только тогда, когда fjER и max S,—>0. Заметим, что если

tS j

max Si,=0, т. е. все $„=0 (f&Q;), TO неравенства A,Sij=A,Si, для
19 ,

всех {=(); автоматически выполняются и их можно исключить

из системы (4.1). После исключения указанных неравенств каж-

mou дуге (Rk, j) графа G(x°) соответствуют вполне определенные

неравенства системы (4.1), а именно

Аи) $„ (Е, где все 5„>0.
Обозначим

Ej = Шах Sik > 0.
=] Sif

Запишем систёму (4.1) в более простом виде
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Заметим, что каждой дуге (^, fj) графа С (х°’) взаимнооднознач-

но соответствует уже ‘одно и только одно неравенство системы

(4.2). Для вывода условий существования нетривиальных ре-

шений системы (4.2) определим бикомпоненты (т. е. сильносвяз-

ные компоненты) С, (х°); С,(х°),..., Gs(x°) графа G(x’). Обо-
значим W,(x°), U;(x°) соответственно множества вершин и дуг

бикомпоненты С,(х‘’). Будем говорить, что G;(x°) следует за
G,(x°), если вершины ,(х°) являются предшествующими для

вершин W;(x°). |

Бикомпоненты, не имеющие следующих, назовем тупиковыми.

Теорема 11.4. Для того чтобы система (4.2) имела не-

отрицательное, нетривиальное решение, необходимо и достаточ-

но, чтобы система

No2аыль, (Е, |) =U; (х°) (4.3)

имела положительное решение хотя бы для одной тупиковой

бикомпоненты С+(х°).

Доказательство. Достаточность очевидна. Докажем необхо-

димость. Предположим, что ни одна тупиковая бикомпонента не

имеет положительного решения. Тогда, во-первых, все тупико-

вые бикомпоненты имеют только нулевое решение. Во-вторых,

каждая вершина | графа, не принадлежащая тупиковой биком-

поненте, является предшествующей для вершин хотя бы одной

тупиковой бикомпоненты и по определению графа G(x’) долж-

на иметь Л, =0. Поэтому система (4.2) имеет только нулевое

решение. Теорема доказана.

Итак, решение вопроса о существовании нетривиального сог-

ласованного управления A> 0 свелось к проверке существова-

ния положительного решения системы (4.3) для тупиковых би-

компонент графа G(x’). Рассмотрим эту задачу для произволь-

ного Т-вершинного сильносвязного орграфа G(W, И). Величи-
HY г; будем называть усилением дуги (Е, ]). Усилением элемен-

тарного пути (контура) графа назовем произведение усилений

его дуг. Условия существования положительного решения си-

стемы (4.3) дает следующая теорема.

Теорема 11.5. Для того чтобы система (4.3) имела поло-

жительное решение, необходимо и достаточно, чтобы все элемен-

тарные контуры графа G имели усиление не больше 1.
Доказательство. Обозначим п;=А, [,=Ше, для всех

(Е, j) =U. Тогда условия (4.3) эквивалентны условиям

ии; для всех (Rk, j)eU. | (4.4)

Таким образом, для разрешимости системы (4.3) необходи-

MO и достаточно существование чисел == (py, ..., Um), удовле-

творяющих условиям (4.4). Эти условия соответствуют извест-

ной задаче о существовании потенциалов вершин графа, если

принять /,, за длину дуги (А, j) для всех (А, j) =U. Необходи-

мым и достаточным условием существования потенциалов и
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является отсутствие в графе С контуров положительной длины.

Теорема доказана, так как длина любого контура равна лога-

рифму его усиления.

Для определения согласованного управления удобно перей-

ти к логарифмам и искать потенциалы {pj}, удовлетворяющие

условиям (4.4). Опишем эффективный алгоритм определения по-
тенциалов. Положим и’=0 для всех |. Определим итерацион-

ную процедуру изменения значений и; следующим образом: на

каждом шаге итерации последовательно проверяем для каждой

вершины / условие

by > max (м-р No).
k:(k,f)U

Если это условие выполняется, TO оставляем значение и; не-

изменным и переходим к следующей вершине. Если нет, то из-

меняем значение п; на новое

‚= тах lHy = max (He + Ley)

и переходим к следующей вершине.

Так как значения п; ограничены сверху для всех J, то из ко-

нечности величин изменений и; на каждом шаге следует, что

либо значения и; установятся за конечное число итераций, либо

система (4.4) He имеет решения. Можно показать, что число

итераций, достаточное для установления значений и, He превы-

шает (7—1). Если за (1—1) итераций согласованное управле-

ние не получено (т. е. на Т-й итерации изменилось хотя бы одно

значение W;), то система (4.4) не имеет решения.

Пример 1. Пусть n=5, т=4. Матрица предпочтений (0;;)

4 3
Bl 7 3 4
ще
5 4 2

2 3 [5] 3
Рассмотрим план x°, в котором значения X32, ха, Хзз, X44, Хвэ

положительны, остальные x7; равны 0. Имеем Q, = {2}, 9. = {1},
Qs = {3,5}, О. = {4}. Матрица длин (1,

xX —2 —1 —

—1 xX 2 —2

—5 —3 xX —4

—4 —|] 3. Xx

Полагаем и’ =0 для всех |. Будем обозначать и’ значение и;

на А-й итерации.
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[ итерация:

ра = пах [145 ра -- 1; из + 1; Hs tla] =0,

bos = тах [pit Ly95 wes Из + (5; Ha + La] =0,

из = тах [Hi -- 1з; м2 + (3; Mss Ha + 43] = 3,

ра = тах [ра На; Ba + Logs bes аз Ha] = 0.
Значение |1з'>из°. Поэтому переходим к следующей итерации.

П итерация:

ца = тах [раз ws +leys Wet и ba + Ly] =,

из = тах [да + 115; No33 a tly; ba + 1] = 0,

из = тах [ил +155 We + Logs из; ма + [3] = 3,

ра = тах [ма НА a + Logs из t+ Ваз wa] =0.

Значения |; установились, следовательно, управление пи, =0,

.=0, из—=3, и, =0 является согласованным. Управление A та-

кое, что > \j==M>0 определяется элементарно:
j

3 `.

37’ 2 Зе’ 3 gis? “м Ba’

Мы уже отмечали, что согласованное управление может опре-

деляться неоднозначно. Для однозначного определения необхо-

димы дополнительные условия. Рассмотрим в качестве такого

условия требование максимальной близости в определенном

смысле согласованного управления к некоторому заданному

управлению и“. В экономических задачах управление A играет

роль вектора цен (а управление и — вектора логарифмов цен).

Согласованные цены в данном периоде функционирования мо-

гут отличаться от цен прошлого периода. Естественным являет-

ся требование минимального изменения цен от периода к перио-

ду. Формально это удобно отразить в виде условия

max | ——; — | > min, (4.5)

что эквивалентно следующему

max | w;—p; | > min. (4.6)
/

Для определения управления и, наиболее близкого к и” в

смысле критерия близости (4.6), применим описанную выше

итерационную процедуру, положив начальные значения Bs =p;
для всех |. Покажем, во-первых, что установившееся в резуль-

тате этой процедуры управление и будет наиболее близким по
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критерию (4.6) к ци” среди всех управлений и>> и". Для этого

добавим к графу С (х°) вершину 0 с дугами (0, 7), длины кото-
рых 4,=; для всех j. Применим итерационную процедуру

установления потенциалов в полученном (т-+Т) вершинном

графе. Как известно, установившиеся значения и потенциалов

являются минимальными потенциалами сразу для всех j. Так

как и;>иу, то они являются наиболее близкими к р” по крите-

puro (4.6) среди всех ии”. Определим Аж тах (и— ру). Наи-

более близкое к и” управление (в смысле критерия (4.6)) опре-

деляется следующим образом:

Щи, А
Ро.

Действительно, тах |и;— му | = Peano что существует
]

управление и’ такое, что ак Ш LL; | == <> . Но тогда уп-
]

равление и >p* и в то же врзмя

max (м-в) < А’ < А.

Эти соотношения противоречивы, так как

max (wj—pj) =A < max (pj — No7) для всех p> р".

Пример 2. Определим управление, наиболее близкое к

управлению п’= (3, 2, 1, 0) для согласованного плана из при-

мера 1. Положим и’==иу для всех |=1, 2, 3, 4.

I итерация:

uy = мах [3; 2—1; 2—5; 0—4] =

из = max [2; 3—2; 1 —3; O—1]= 2,

из = тах [1;3—1;2--2; 0-3] =4,

ш = тах [0; 3—1; 2—2; 4—4] =2;

II итерация:

ui = тах [3; 2—1; 4—5; 2—4] =3,

2 = шах [2; 3—2; 4—3; 2—1] = 2,

из = тах [4; 3—1;.2+2; 2+3]=5,

и? = тах [2; 3—1;2—2; 5—4] =
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ПГ итерация:

1 = тах [3; 2—1;5—5; 2—4] =3,

из = max [2; 3—2;5—3;2—1]=2,

из = max [5;3—1;2--2;2+-3] =5,

а = max [2; 3—1; 2—2; 5—4] =2.

Получим и!=3; из ==; из==5; и. =9.
Определяем А=тах (0, 0, 4, 2). Окончательно получаем управ-
ление п, наиболее близкое к |": и! =1, и, =0, из=3, 4==0 со

значением тах | /— и; |=2.
J

Заметим, что управление (1, 0, 3, 0) нельзя получить простым

изменением всех составляющих управления (0, 0, 3, 0), получен-

ного в примере I, на постоянное число.

Критерий (4.6) отражает требование абсолютной близости

цен. В ряде.случаев важна близость соотношений цен, что мож-

но записать в виде

9, — А
тах | —L—/| — x> (4.7)

j A

где 6 выбирается из условия минимума' этой величины и равно
А, А, А, А,

(2 min 2) max s max — — min 2
в j А; / А; — / Ny / hi

hs hi | hy Ay
min —~ -- max —— max —/ + min—

i А; j hi / hi j А,

. A
Без ограничения общности можно принять шт —^ =1. Тогда

]

требование минимума х эквивалентно требованию минимума

max —^ при условии ^»>^, для всех j. Последнее условие в свою

очередь эквивалентно задаче опрзделения управления | >> и", для

которого величина

max (u;—B)) (4.8)

минимальна. Kak было показано, ее решением является р, наи-

более близкий к и” среди всех векторов и“. Следовательно,

любой вектор {pj;+c}, где с — постоянное число, является опти-

мальным в смысле критерия (4.8).
Определение согласованного управления для случая неодно-

родных условий согласования сводится к решению системы
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линейных неравенств

Aji — 5 м5, — Ча (EQ; FER.

Докажем теорему, позволяющую в ряде случаев эффективно

определять решение неоднородной системы, если известно реше-

ние однородной.

Теорема 11.6. Пусть план Хх’ является единственным оп-

тимальным решением задачи

У, сих —> тах

i,f

при ограничениях (3.4) и (3.14). Тогда х’ является согласован-

ным планом при любых {4.;}.

Доказательство. Так как X° — оптимальный план, то в силу

теоремы 11.3 существует положительное решение однородной

системы (4.1). Более того, в силу единственности оптимального

плана X° существует положительное решение A’ однородной си-

стемы, удовлетворяющее условиям

No5 > М, §S'QH\ Qk, [Е К. |

Так как число положительных составляющих плана X° не

больше чем + т— 1, то система -

No3/— Чи = No#— ik, ЕО; ПГ] Qe, Г ЕЕК (4.9)

имеет не более (7—1) уравнений и т неизвестных, и поэтому

всегда разрешима. Обозначим {^;’} решение этой системы (если

некоторые A; не входят в систему (4.9), то полагаем их равны-

ми 0). Определим управление ^—=у^/-+^”, (у>>0). Покажем, что

при достаточно большом ‘у управление A будет согласованным.

Действительно, если (=; |», то

(УХ, + No) зи—Чи= Уи +- Мзи— ди = УМяь -+

+ Аа — Фе = (yap + hn) Sik— ]ik.

Если =; ©», TO

(yay + No) з/— 91 — КУ No) зи — 9] =

= У (Аи — Ми) + (би 91) — (MeSie — 9) > 0
при достаточно большом %, так как A,’Sij—An Sin > 0.

Пример. Матрицы (s,) и (9:;) приведены ниже

25 57
$ = ‚ Q= .( | [ ‘0)
"Пусть хи! >>0; x72 >0, хи =0, ха, >0. Лэгка проверить, что

хо —единствзнног оптимальное решение задачи

хи пах Шо хы, 11 +X. п 3 — max
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при условиях x0,

Ky Хи =Т,,

Xo1 + Xoo = Го,
0 0

Xi ха =,
0 0

Xi + Xoo = Х18 + Хо.

Определим управление A’. Имеем 2A,/=5A,’. Положим A’ = 2,

Л. ==5. Заметим, что А 5.› =6>> Ay’ Soi =5.
Определим управление A”, Имеем 2A,°—9=dA2"—7, A=

=> ^2”—1. Положим /..=2, \„’=4. Определяем управление

N= +A: ==5у-+4, ),=2ъ-2. Величина \ определяется из

условия

No2522 — Jon = (2y + 2)3—10 > 4,8, — 49 = (Sy + 4) 1 —2

Получаем у>6. Окончательно, любое управление Л=5у-4,

A2==2y+2 удовлетворяет неоднородным условиям согласования

при y>6. В частности, при y=6, получаем Л. =34, А, =14.

$ 5. Эписогласованные задачи

В этом параграфе рассматриваются‘ различные классы эпи-

согласованных задач. Как уже отмечалось в $ 1, решение эпи-

согласованных задач можно проводить в два этапа. Сначала ре-

шается обычная задача оптимального планирования (1.3),

затем на множестве X° оптимальных планов этой задачи опре-

деляется согласованный. Определение согласованного плана

сводится к решению системы неравенств

12 (^, х:) > тах. (А, у), AEL, х= Х0.
yeX;

В качестве первого примера рассмотрим принцип -согласо-

ванного управления, в котором в качестве функции предпочте-

ния принимается

. у=Х]

где ф:(^, х:) — целевая функция 1-го АЭ.

Условия согласования в задаче &-согласованного планирова-

ния имеют вид

ф: (No, х;) > e& max @; (A, и). (5.1)
yex;

Примем, что qi (A, х:) >0 для всех AGL, x,=X;. В этом случае

любой план х’ будет согласованным при достаточно малой вели-

чине €>>0. Задача з-согласованного планирования является эписо-

гласованной, если величина г выбирается так, чтобы оптимальный
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план был согласованным. Очевидно целесообразно, чтобы план

был согласованным при возможно большей величине в. Такое

требование приводит к следующей задаче согласованного

управления: определить =—0, AGL такие, что

e—>max (5.2)

при условиях (5.1), WEL и хеХ.,.

Пусть х’— единственный оптимальный план, а целевая функ-

ция имеет вид Q;(A, х:) = >) AjSijXy. Тогда задачу (5.2) опреде-
j

ления =-согласованного управления можно сформулировать сле-

дующим образом:

e—>max

при условиях

У Авихи > eT; max NeSit. (5.3)

1

Заменим условия (5.3) более сильными:

NjSij 28 max зв, ГЕО, JER. (5.4)

Действительно, из (5.4) следует (5.3).

Рассмотрим задачу определения максимального & и соответ-

ствующего &-согласованного управления {^;}, удовлетворяющих

(5.4). Полагая, как и в предыдущем параграфе, что все $5,0

И 5. >0 для всех =, j=R, приведем систему (5.4) к виду

hy > ehy шах = eepjhy, Ё=1- т, ЕВ, (5.5)
EQ] Sij

re O0<e<l, в, —>0 для всех (R, |) таких, что @,=0.

Необходимые и достаточные условия существования положи-

тельного согласованного управления дает теорема 11.5, если в

качестве усиления дуги (^, |) графа С(х’) принять величину

ё.е,; для всех (А, |) =О. Очевидно, что при достаточно малом в

условия теоремы 11.5 будут выполняться. Поэтому задачу опре-

деления максимального в, при котором план X° будет согласован-

ным, можно поставить следующим образом: определить макси-

мальное =>>0, при котором граф С (х°) не будет иметь контуров

с усилением больше 1. Эта задача эквивалентна задаче опреде-
ления минимального 6—|п (1/) 0, при котором граф G(x’) с

длинами дуг [;—6 (1,11 €3) не имеет контуров положительной

длины. Опишем алгоритм ее решения для произвольного графа

(без ограничения общности можно считать граф G(x’) сильно-

связным).

[ шаг. Определяем контур положительной длины (если таких

контуров нет, то 6=0).
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Пусть и— контур положительной длины, Ly—ero длина,

п„—число дуг. Вычисляем 6,=Ly/ny, Пи=Ць (i, j) GU Е-й шаг.

Полагаем длины дуг графа равными lif — бил. Определяем контур
положительной длины. Ебли таких контуров нот, то

k~}

9 = > 6;.

1

Пусть и — контур положительной ДЛИНЫ L,, п, — число его

1
дуг. Вычисляем 6g = — Ly.

п
Ц

Поскольку элементарных контуров положительной длины в

графе G(x°) имеется конечное число, то алгоритм заканчивается

за конечное число шагов. Заметим, что 6>0 равно максималь-

ной средней длине контуров графа С (х°). Действительно, при

длинах дуг графа (1,—6), (i, /) ЕО, имеем для длины любого

контура wh

У (и—6)< 0, или 6 > — | У No.

(ЛЕВ Пр (лев

Следовательно, д = max — > lip. Соответственно, Emax =e.
hoy (i, peu

Пример 3. Возьмем матрицу (6;;) из примера |. Определим

максимальное = для плана x°, в котором хи, хоз, X31, Хоа, Ха ПОЛО-

жительны, остальные х/;=0. Длины lg; дуг (No, ]) графа С (x°) при-
ведены ниже

xX —1

<
о.

xX— =< Ol
3

1 —

4 bo bo
I шаг. Определяем контур pi==(1, 2, Г) положительной дли-

ны [.=4, И, =2. Вычисляем 6,=2.

ИП шаг. Полагаем длины дуг графа равными 1?,;=1,,—2. Кон-

тур положительной длины и»›== (1, 3, 1), 2.=2, п, =2. Вычисля-

ем 9.=1|.

ПГ шаг. Полагаем длины дуг Р,=Ё,—1==[,—3. Контур по-

пожжительной длины ps= (1, 3, 4, 1), [:,=2, ns==3. Вычисляем
6: =2/3.

[У шаг. Полагаем длины дуг графа равными = =ы—

— 3*/,. Контуров положительной длины нет. Поэтому 6=3"/з.
wit!

Соответственно &max =
/s
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Рассмотренный класс эписогласованных задач характерен

тем, что любой план X° можно сделать согласованным (при co-

ответствующем выборе =). Приведем примеры эписогласован-

ных задач, в которых среди множества оптимальных планов

найдется хотя бы один согласованный.

Обозначим 2;= >) хиви, (зи >O для всех i, ]).

{ р

Рассмотрим задачу оптимального планирования вида: опреде-

лить ху >20, такие, что W (21, 2, ..., 2) > шах при условиях

т ‹

ze A, У хи=Т,. Пусть х — оптимальное решение этой задачи,

=1

= >} зихи.. Заметим, что все планы x>0, удовлетворяющие
i

условиям У хи=ТЬ У зихи = 27, являются оптимальными. Пока-

f=1 i

жем, что среди них найдется хотя бы один согласованный план
для случая неоднородных условий согласования (3.2). Действи-

тельно, в силу теоремы 11.1 такой план определяется как бпти-

мальное решение задачи (3.3) — (3.5).

Для того чтобы получить аналогичный результат для случая

однородных условий согласования (3.8), предположим, что

4 (2) — строго возрастающая функция {2}. Рассмотрим сле-
дующую задачу: определить план х>>0 такой, что Ч (2) > тах

yA

при условиях

> хи= Tj. (5.6)
j=1

Пусть x* оптимальное рэщение этой задачи, 2! = х ИХ. Заме-

тим, что любой план, удовлетворяющий (5.6) и условиям
>) зихи = 21, также является оптимальным. Покажем, что среди
i

таких планов найдется хотя бы один согласованный. Пусть х—

план, удовлетворяющий условиям теоремы 11.2, т. е. являющий-

ся оптимальным решением задачи: определить >20, x>.0 та-
кие, что у—=тах при ограничениях (3.4) и

Узихи >> 11.
1

0 ¢, 0 *.
Покажем, что для плана х’ имеет место У зиху=г/. Заметим,

i

во-первых, что оптимальное значение y= 1, поэтому 2; >2;" для
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всех j. Пусть 2522“. Тогда W(z°)>W(z*) и z* не может быть

оптимальным решением исходной задачи. Следовательно, 2’=2"

и План х’ является оптимальным согласованным планом.

Рассмотрим еще один пример эписогласованных задач таких,

что среди множества оптимальных планов существует хотя бы

один согласованный. Обозначим 2;= >) х» 2={2} и сформу-
i

лируем следующую задачу в переменных 2: определить 2 >>0

такие, что

W (2) тах

при ограничениях 2ЕЕА,
т п

= {—=1

Пусть 7“ оптимальное решение этой задачи. Для случая од-

нородных условий согласования существование хотя бы одного

согласованного плана среди планов х, удовлетворяющих усло-

ВИЯМ

Ухи=Ть Sy =z),
] i

обеспечивается теоремой 11.3. Такой план обеспечивает макси-

мум величины > о;^: (см. теорему 11.3).
. i, ]

В предыдущих примерах эписогласованных задач либо любой

план задачи можно было сделать согласованным (задачи =-со-

гласованного планирования), либо среди множества оптималь-

ных планов существовал хотя бы один согласованный. Ниже рас

сматриваются эписогласованные задачи, в которых любой опти:

мальный план является согласованным. Это достигается благо-

даря тому, что условия согласования автоматически следуют из

условия оптимальности задачи при определенном виде функций

предпочтения.

Пример 1. Выпуск продукции в заданном отношении. Со-

держательное описание задачи приведено в $ 2 (задача 2). Вы-

пишем ее формальную постановку: определить цены A>.0 и co-

гласованный план х 2>0, обеспечивающие максимум

1

‘

лк |
тт, Qij< i; (5.7)

при ограничениях

т

> хи = Гь (5.8)
j=l
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И однородных условиях согласования

Рассмотрим задачу оптимального планирования (5.7), (5.8).

Путем введения переменной y=min — > а] задача приво-
71

дится к задаче линейного программирования. Обозначим {и},

{^,} — двойственные переменные и выпишем необходимые усло-
вия оптимальности решений х’, и’, A° прямой и двойственной

задач:

0 0 Oo __
(14; — Ма!) А = 0

или в эквивалентной форме

(max Аа — Gis) Xi =, (5.1 0)

Теперь легко заметить, что при Sy=Ridy, (Rk:>0) для всех i, ]

из условий (5.10) следуют условия согласования (5.9). Таким

образом, если функции предпочтения предприятий имеют вид

12 (^, ¥1) = Red} Мацхи,

то задача согласованного планирования становится эписогласо-

ванной. Более того, в этом случае согласованное управление

(согласованные оценки) совпадают с объективно обусловленны-

ми оценками.

Пример 2. Рассмотрим более общую модель предприятия,

когда в производстве участвуют #7 различных производственных

факторов (ингредиентов) — рабочая сила, сырье, материалы,

оборудование, конечные и промежуточные продукты и др. Про-

изводство 1-го предприятия использует 4; технологических спо-

собов, причем для каждого из них заданы объемы производимых

ингредиентов, рассчитанные на реализацию этого способа с еди-

ничной интенсивностью, т. е. задан вектор аь= {A%,, д=1-=т},
Е—=1--0, в котором каждая из компонент Q%, указывает объем

производства соответствующего (4-го) ингредиента, если она

положительна, и объем его расходования, если она отрицательна

(в способе А). План 1-го предприятия определяется вектором
== {х, Е =1--4:} с неотрицательными компонентами. Выпишем

ограничения на количества выпускаемых и затрачиваемых ин-

гредиентов

п 4

ях al exin > bj, (5.11)
i=1 R=1

где Ь, требуемое количество j-Tro ингредиента. Множество BO3-
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можных векторов интенсивностей xX; определим ограничением

9:

У Xik = Ть. (5.12)

k=

Наконец, в качестве целевой функции системы рассмотрим

Ч (x)= > се г Min,

i,k

где Cy, — некоторая оценка затрат в системе при использовании

на i-M предприятии k-ro технологического способа с единичной

интенсивностью (например, расход особо выделенного ингреди-

ента). Обозначим {u,}, {^,=0} цвойственные переменные и

сформулируем двойственную задачу

2 bj —S} ШГ: > тах

i

при ограничениях

У АЕ — Ш < Cir. (5.1 3)

/

Выпишем необходимые условия оптимальности

ju (> Main — Cie Xin =, |
]

или в эквивалентной форме

1 1

Теперь заметим, что условия (5.14) являются необходимы-

ми и достаточными условиями максимума по x; функции

Ч

У (a Main — ci) Xin (5.15)
k=1 \ jf

при ограничении (5.12). Поэтому, если функция предпочтения

предприятий имеет вид (5.15), то задача является эписогласо-

ванной. Как и в примере |, в этом случае согласованные оценки

совпадают с объективно обусловленными оценками.

Подобных примеров можно привести много. Во всех случаях,

когда необходимые условия оптимальности задачи планирова-

ния можно интерпретировать как необходимые и достаточные

условия максимума некоторых функций 1:(^, х:) по переменным

Xi, мы получаем эписогласованную задачу, если взять 1: (А, Xi) в

качестве функций предпочтения активных элементов. Примером

нелинейной задачи такого типа является задача производства

продукции (гл. Г).
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$ 6. Задачи согласованного планирования

транспортного и распределительного типа

Если задача является эписогласованной, то ее решение раз-

бивается на два последовательных этапа: |) решение задачи оп-

тимального планирования; 2) определение согласованного управ-

ления. В этом параграфе рассматриваются два простых приме-

ра задач согласованного планирования, решение которых также

сводится к последовательности двух этапов, но в обратном по-

рядке — сначала определяется согласованное управление, а за-

тем решается задача оптимизации на множестве согласованных

планов.

Пример 1. Определить согласованный план X20 и согла-

сованное управление /),>0 такие, что Ч (х)>тах при ограниче-

НИЯХ

>» xij = Ть (6.1)

j=1

У «y= By, | (6.2)
{—=1

где У T;= У Bi, и однородных условиях согласования (3.8).
i j

Будем предполагать, что 5,>0 для всех [, j. Тогда необходи-

мые и достаточные условия согласованности плана дает теоре-

ма 11.3, согласно которой любой согласованный план является

оптимальным планом задачи

р]

при ограничениях (6.1), (6.2), и наоборот, любой оптимальный

план этой задачи является согласованным. Обозначим А„ мак-

симальное значение R(x). Тогда условия согласования (3.8)

можно заменить одним линейным условием

>) вихи = Км. (6.4)

bf

Решение задачи согласованного планирования проводится в два

этапа.

1. Решается задача, двойственная к задаче (6.3), (6.1),

(6.2). В результате определяется значение А» и согласованное

управление A’.

2. Решается задача оптимального планирования при допол-

нительном ограничении (6.4) и определяется оптимальный со-

гласованный план х’. Заметим, что при добавлении ограничения

(6.4), задача оптимального планирования становится эписогла-

сованной.
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Пример 2. Определить согласованный план х>> 0 и согла-

сованное управление A такое, что Ч (х)>тах при ограничениях

(6.1)

> $ихи = Ву, | (6.5)
i

и неоднородных условиях согласования

| max (MeSite — Чи) — (Мви— Чи) хи=0. (6.6)

Будем предполагать, что система (6.1), (6.5) имеет решение.

Согласно теореме 11.1 любой согласованный план является оп-

тимальным планом задачи R(x) = > 4ijXy-Min при ограниче-
i]

ниях (6.1), (6.5), x 0, и наоборот, любой оптимальный план

этой задачи является согласованным планом. Обозначим R,, —

минимальное значение A(x). Тогда условия согласования (6.6)

можно заменить одним ограничением |

i,j

Решение задачи согласованного планирования, как и в при-
мере |, проводится в два этапа. .

l. Решается задача, двойственная к задаче минимизации
R(x) при ограничениях (6.1), (6.5), x0. В результате опреде-

ляется А» и согласованное управление A’.

2. Решается задача оптимального планирования при допол-

нительном ограничении (6.7).

$ 7. Оценка целевой функции

оптимального согласованного плана

Задачи согласованного планирования, в общем случае, явля-

ются, как правило, многоэкстремальными, даже если соответ-

ствующая задача оптимального планирования является выпук-

лой. Трудности решения многоэкстремальных задач хорошо из-

вестны. Поэтому весьма актуальной является проблема оценки

значения целевой функции оптимального согласованного плана.

Такие оценки можно использовать в алгоритмах локальной оп-

тимизации для того, чтобы судить о близости локально-оптималь-

ного решения к глобальному оптимуму, а также в алгоритмах,

основанных на схеме ветвей и границ для получения оценок

подмножеств решений.

Рассмотрим способ получения оценок задач согласованного пла-

нирования в случае однородных условий согласования и положи-

тельной матрицы ($//). Обозначим 2;= У хи, Rm (2) — значение

1
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линейной формы 5} (п 5:1) “U2 ох) в оптимальном решении

tf 1,7.

задачи: определить x >>0 такой, что

Усики > тах, Ухи=Ть Ухи=а|. (7.1)

i,f ] i

Согласно теореме 11.3, любой согласованный план удовле-

творяет условию

> бихи= Rm (27). (7.2)

tj

Верно и обратное: любой план, удовлетворяющий условию (7.2),

является согласованным. Поэтому условия согласования можно

заменить ограничением (7.2) и

x Xi =z). (7.3)

Покажем, что А„(2) — выпуклая вверх функция Z. Пусть
х! — согласованный план при 2—7', Х* — согласованный план

при 2=2?. Возьмем z=az'+(l—a ) 22, x=ax'+ (l—a)x’, 0<
<a<1. Имеем

Rn (2) >>} ykig =A М вихи- (1—9) У вихи=
if i] t,f

=aRn (24) +(1 —a@) Rn (2).

Определим векторы В’, |=1--п следующим образом:

0, если | 5ЕК,

Вь = Т, если |= Т=УТЬь

Г 2

Заметим, что произвольный Вектор z=) 7B! ‚ где > Fal. е.

7 j

представим в виде выпуклой линейной . комбинации векторов В/.
Учитывая, что Rn (В/) = У! Тюи, имеем

Ют (2) = Rin |; > тв’) = MF — Rn (B’) —= -У Теюи.
1 Та

Заменим условие (7.2) более сласым неравенством

pa сих > у. ср), где O7= 2 Hoy, (7.4)
if

Решение задачи оптимального планирования на максимум

с условиями (7.3), (7.4) вместо условий соглассвания дает оцен-
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ку сверху для значения целевой функции оптимального согласо-

ванного плана. Условия (7.3), (7.4) можно заменить одним не-

равенством

> Шихи > 0, где = 0—0). (7.5)
i,j

Пример 1. Получим оценку для задачи «экономика —

внешний рынок», рассмотренной в § 2 (задача 1). Ее формаль-

ная постановка имеет вид: определить х>—0 такой, что

y (x) = Усихи —> max (7.6)
if

при ограничениях (6.1) и однородных условиях согласования.

Предположим, что 5,20, и поэтому существует матрица (60%).

Оценочная задача заключается в определении х>0, обеспечи-

вающего максимум (7.6) при ограничениях (6.1) и (7.5). Перей-

дя к двойственной задаче с переменными {и} и у2—0, получим
после несложных преобразований оценочную задачу в следую-

щей форме: определить 'у—0 такое, что

Ю (у) = У max (Ci + Yj) > min.

t
‘4

‚

Обозначим Rin — минимальное значение R(y). Тогда имеем

Пример 2. Рассмотрим задачу 2 ($ 2) (выпуск продукции

в заданном отношении). Ее формальная постановка имеет вид

. 4
min — апхи-—> тах

i 2 2 "
при ограничениях (6.1) и однородных условиях согласования.

Соответствующая оценочная задача получается заменой условий
согласования ограничением (6.5). В частном случае а,=а, для

всех [=1|--и модель становится эписогласованной. Оптималь-

ный согласованный план Хх” определяется как оптимальное реше-

ние задачи максимизации У, ох при ограничениях (7.1) и

TD, a| 
а

У хи = г! =Tb;, Условия (7.5) в данном случае всегда

Е
Е

выполняются в силу очевидного неравенства

i,f if tf
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$ 8. Метод локальной оптимизации

Идея метода локальной оптимизации заключается в рассмо-

трении задачи согласованного планирования в пространстве пе-

ременных A, Зафиксируем какое-либо значение A и рассмотрим
задачу‘на условный экстремум: определить план х такой, что

W (х) тах (8.1)

при ограничениях

хеХ, (8.2)
mi (A, х)) >> тах т, (A, 9). (8.3)

ySXx;

Примем, что W(x) — выпуклая вверх функция X, a Х — выпук-

лое компактное множество. Тогда, если 1:(^, Xi) — выпуклые

вверх функции х, то множества, определяемые неравенствами

(8.3) будут выпуклыми. Следовательно, задача (8.1) — (8.3) так-

же будет задачей выпуклого программирования. Обозначим
9(Л) — значение V(x) в оптимальном решении этой задачи. Те-

перь задачу согласованного планирования можно сформулиро-

вать следующим образом: определить AGL, максимизирующее

9 (^). Эта задача, как было показано выше, является в общем

случае многоэкстремальной. Определив понятие окрестности

(^) тем или иным образом, мы получим алгоритм локальной

оптимизации. Каждый шаг алгоритма заключается в переходе

из точки A в точку A’, обеспечивающую максимум © (^) на MHO-

жестве =(^,). Алгоритм заканчивается, если O(A’)—O(A) меньше

заданной величины. Такова общая схема. Ее реализация опре-

деляется спецификой конкретной задачи. Рассмотрим алгоритмы

решения двух задач (задачи [и2$2) для случая однородных

условий согласования. Условия согласования будем рассматри-

вать в логарифмической форме, предполагая все S;; положитель-

ными числами. Обозначая oj==In Si, =п А,, запишем усло-

вия согласования

[max (Me + ош) — (Wy + 0и)] хи = 9. (8.4)

Обозначим Q,(p) = {/: Hy + Oy= MAX (H+ Oa) }. Очевидно, в CO-

гласованном плане положительными могут быть только хь для
j=Q:(p). Таким образом, исходную задачу при заданном п MOX-

но сформулировать следующим образом:

W (x) —тах, хеХ, 4,220, |= О:(и), х=0, |6ЕО((в).

8.1. Взаимодействие экономики с внешней средой

Целевая функция системы W(x) = >) сыхи. Учитывая, что
i,j

Х.—>0 только для ЕС; (р), получаем
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в (и) = > сихи (р) = У! max си. (8.5)
inj F ЕО; (м)

Таким образом, задача сводится к определению управления и,

максимизирующего величину с (и). Алгоритм локальной оптими-

зации для данной задачи заключается в последовательной мак-

симизации с(и) по одной из переменных при фиксированных

значениях остальных. Рассмотрим алгоритм определения мак-

симума C(t) по переменной py.

а) Определяем

Ais = тах (Uz + би— 01).
ks

Обозначим

Qis (и) = {1:1 55 $, и-Н би = max (We + Fir)}

Пусть Aj,s, Ais, ..., Ав; УПорядочены по возрастанию A,

(равные А; упорядочиваются по убыванию (с;—60,:), т. е. А}; <

< А, <... «Аьа при Ав =Ан аз ‘Имеет место С; — биз >

l n

6) Вычисляем сумму D(l) = >) Cyst У 81s, O<l<n,

о „ =1 g=l+1

> сз = 0, > 0,3 = 9 по определению |. Определяем I,, для

9=1 g=nt1 .

которого Д (1) принимает максимальное значение.

в) Полагаем и. =wUs, если D (1) =с (и),

No =Ан» если D (Im) > 6 (6).

Повторяем процедуру для следующей переменной из+1 (Им = а,

по определению) до тех пор, пока значения п, не установятся.

Пример. Матрицы (¢:;) и (0.3) приведены ниже

25643 37418

76235 62735

(y)=8 3476 (o)=2 6 4 3 7.

1 37 6 2 - 63245

523 5 8 13573

Возьмем начальное решение и=0, с (ц) = 17.

[ шаг. Применяем описанный выше алгоритм для перемен-
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а) Определяем

Aj, = тах (01—01) =8—3 =5,
k#1

Agi = тах (02—01) = 1,
RAI

Ag, = тах (03—03) =5,
5-1

Аз, = тах (0..— 04) = —1,
ky]

k#1

Вычисляем

9,,=3, 9,, =2, 9.,, =6, 9..=2, 9, =5.

Упорядочиваем A,,

(A;

Ayi—<An Ay =A <Asi

‚ впереди Ay, так как C3,—03,—=2>—1 = C,;—811).

6) Вычисляем суммы D (1)

[1012345

_Р() 18 17 22 24 23 23.

Максимальное значение (Г) достигается при [, =3 и равно

24>c(p).

в) Полагаем p,=A3,=5, c(p) = 24.

П шаг. Проводим оптимизацию по переменной и. Опуская

Diy выкладки, будем приводить только значения

2(7

228

1012345

D (t) 24 26 21 18 20 19

D (Im) =D (1) = 26 > 24.

Полагаем pe=A,,=1, с(и) =

ПТ шаг. Проводим оптимизацию по из

[012345

D (1) 26 24 20 21 16 22

D (м) =D (0) = (p).

Оставляем из =0.

ГУ шаг. Проводим оптимизацию по п,

10128345

D (1) 26 26 25 30 29 25

D (lm) = D (3) = 30 > 26.

Полагаем p,=A,,=7, с (и) =



V шаг. Проводим оптимизацию по ps.

[1012345

р (1) 30 28 27 25 21 24

D (bn) =D (0) =30=с(р).
Оставляем и, =0.

Повторяем цикл оптимизации с начальным решением и.=5,

U2=1, Ц: ==0, p.=7, И5=0. На втором Цикле получаем решение
Ц: =5, We 1, Из=4, и. ==7, и,==0, которое является локально-

оптимальным. Соответствующий Локально-оптимальный план

Хз= 1, Mol, X= 1, Хи=1, Хз=| (остальные х,=0) со зна-

чением с(и) =31. Как мы убедимся далее, это решение являет-

‘ся глобально-оптимальным.

8.2. Выпуск продукции в заданном отношении

Для задачи 2 (см. $ 2) естественней записывать условия со-

гласования в форме

(max haSin— Mises) хи=0 (8.6)

не переходя к логарифмам. Обозначим = Q,(A) = {j: м5, =
= тах No5}. Очевидно, что х;=0 для |9Е0.(^). Задачу загруз-

ки при заданном управлении можно теперь сформулировать как

обычную распределительную задачу

Vmax, Ухи=Ть Уахи> VD,
f { |

ху >20, хи=0 для f EQ, (A).

Обозначим X°(\) — оптимальное решение, y(A) — значение у в

оптимальном решении, Р (A) =: >) ах‘; (2K) = $, .
i

(8.7)

Очевидно, что решение можно улучшить, увеличивая цены

всех видов продукции множества P(A) в одно и то же число раз
до тех пор, пока не появится новый поставщик, для которого

выпуск продукции из множества P(A) является предпочтитель-

ным. Эта процедура и составляет основу алгоритма локальной

оптимизации для задачи выпуска продукции в заданном отно-

шении.

Опишем основные этапы алгоритма.

I шаг. Задается начальное ‘управление А, (обычно берется

Aj=I для всех |).
П шаг. Решается распределительная задача (8.7). Опреде-

ляется множество P(A). Если P(A) содержит все виды продук-

ции, то получено локально-оптимальное решение. В противном

случае переходим к шагу Ш.
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III шаг. Увеличивается A; ({]P(A)) в одно и то же число
раз до тех пор, пока не появится новое предприятие, для кото-

рого выпуск хотя бы одного вида продукции из множества P(A)

является предпочтительным. Для нового управления A повторя-
ем шаги Пи Ш.

Пример. Матрицы (5) и (ay) приводятся ниже (n=2,

«iy (© 721 а) 1 67

YU \3 9 43)’ ““ ЦБ 6 4 5)"

I. Примем \y=A,.=As=A,=1. Имеем Q,(A) = {2}, Q2(A) =
= {3}. Следовательно, p(A) =0, P(A) = {1, 4}. Увеличиваем Ay и
М до величин OAy, GA,, определяемые из условий &==пип (и, @»),

ae ia 4/3) =7/6, a2=min(7; 4/3) =4/3. Получаем \,=7/6,

П. Для управления Ay=7/6, As==1, As==1, A,==7/6 имеем

О, (^) = {1, 2}, О, (^.) = {3}. Следовательно, y(4) =0, P(A) = {4}.
Увеличиваем A, до

No == пип (7/1; 4/3) =4/3.

ПШ. Для управления Ay=7/6, ^,=1, As=1, А. =4/3 имеем

О, (A) ={1, 2}, 0. (^.) = {3, 4}. Оптимальное решение распреде-
лительной задачи ^(^,) =6?/,, причем Р(^) = {1, 2}. Увеличива-
ем Ay и Ag до Ay, GAs, где &==4.6/3.7==8/7.

IV. Для управления А.=4/3, \›„=8/7, As==1, А.=4/3 имеем

С, (^) = {1, 2}, Q.(A) = {1, 3, 4}. Оптимальное решение распре-

делительной задачи p(A,) =10, причем P(A) ={2}. Увеличиваем
As до Ae 2.

V. Для управления Ay=4/3, A.=2, As=1, А. =4/3 имеем
Q, (A) = {2}, Q.(A) = {1, 2, 3, 4}. Оптимальное решение распре-

делительной задачи: х!.=10, хд==9%/1, хо==56/1, Хз=9“/, XQ
= 2°/, (остальные х,==0), у (^) = 14?/.. Так как P(A) = {1, 2, 3,4},

го получено локально-оптимальное решение.

$ 9. Метод ветвей и границ

Для применения метода ветвей и границ необходимо

а) определить способ разбиения множества всех решений

на подмножества (процедура ветвлений);

6) определить способ оценки подмножеств.

`’Конкретная реализация схемы ветвей и границ в существен-

ной степени определяется спецификой конкретной задачи. Рас-

смотрим применение метода для задачи | ($2) для случая

однородных условий согласования. Без ограничения общности

примем Г.—=1 для всех #. Обозначим (fi, fo, ..., |») подмножест-
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BO решений, в каждом из которых ‘

xo = если [=],

0, если f= ji,

т. е. определены планы для первых $ АЭ.

Определение. Подмножество решений (fi, jo, ..., fe) бу-

дем называть допустимым, если в нем существует по крайней

мере один согласованный план.

Из теоремы 11.3 непосредственно следует, что при sj > 0,

max Sij >0, тах; >0 значения x7; являются оптимальным реше-
|

нием задачи

5 $

У, O;;v;; —тах, У!хи=1, У, x=) ху,
ij ] i=1 i=1

где о; = п Si; для всех $; >0и х,==0, если $:==0.

Процедуру разбиения на подмножества определим теперь

следующим образом: разбиваем все множество решений на под-

множества ‘(1), (2), (3), ..., (т), каждое из подмножеств (1).
разбиваем в свою очередь на допустимые подмножества (fi, j2)

и т. д. Для оценки сверху значения целевой функции на под-

множестве /,= (ji, jo, ..., js) определим для каждого R>S мно-

жество пар (К, |) таких, что

бр, + On Ojt+On;,, #=1,2,..., 8, R=stl,..., И. (9.1)

Будем называть такие пары допустимыми. Множество допусти-

мых пар для данного А обозначим через R,(/,). Тогда оценка

сверху ф(Г.) для подмножества /,== (fi, j2,..., js) равна

$ п

Ps) = У Cy, + У» мах сы.LS
i=1 bases RRs)

При разбиении подмножества (fi, fo, ..., |) на ряд подмно-

жеств (fi, fo, ..., Js) необходимо проверять допустимость этих

подмножеств. Заметим, что если подмножество (fi, |», ..., Г.)

допустимо, то проверку условий (9.1) достаточно провести

только для i=S, так как для всех 1<$ она была проведена на

предыдущих шагах. |

Опишем алгоритм для проверки допустимости подмножества

(jt, |», ..., fs). Обозначим @, множество AD, для которых =]

(т. е. х.=1). Заметим, что подмножество (jr, ]»,..., ]+—1) ЯВЛЯ-

ется допустимым, так как дальнейшее разбиение производится

только для допустимых подмножеств. Обозначим % число мно-

жеств Q; таких, что QAM. Определим («-+1).вершинную сеть

с входом j, и выходом [,', соответствующих номеру j;. Номера

остальных вершин сети соответствуют всем остальным (&—1)

номерам j таким, что (),5=@. Определим длины дуг сети (A, ])
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для k, |5= |: следующим образом:

Lp; = max (On —Ojj). (9.2)
=0}

Длины дуг (A, |+) и (fs, Г) определим соответственно

Ley — max (On, —Ojj,), (9.3)
$ Is

Lj J = max (0,7, —9j;). (9.4)
i=Qy

Обозначим L(/,) максимальную длину пути, соединяющего вход

[, с ВЫХОДОМ |+. Для допустимости подмножества /, необходимо

и достаточно, чтобы L(/,) <—0. Действительно, согласно теоре-
ме 11.3, для допустимости подмножества /, необходимо и доста-

точно отсутствие в графе, получаемом склеиванием вершин |. и

в одну вершину, контуров положительной длины. Но контуры

положительной длины, не содержащие склеенной вершины fs,

отсутствуют в силу допустимости подмножества J,-,. Положи-

тельность или отрицательность длин контуров, содержащих
«склеенную» вершину f,, эквивалентна положительности или

отрицательности длин соответствующих путей в сети, соеди-

НЯЮЩих ВХОД |, С ВЫХОДОМ |+.

Для повышения эффективности работы алгоритма целесооб-

разно очередное разбиение на подмножества производить по

такому АЭ, для которого имеется наибольшее число запрещен-

ных клеток. Поскольку в данном случае последовательность

рассмотрения АЭ может не совпасть с их номерами, то для обо-

значения подмножеств необходимо указывать номер AQ, по ко-

торому производилось разбиение на каждом шаге алгоритма.

Так, например, подмножество, в котором определены планы для

AQ с номерами й, &,..., 1, будем обозначать [,={(й, |1),
(1, ]2),..., (ts, fs)}, где р соответствует номеру ненулевой со-
ставляющей плана i,-ro AD (т. е. Xipj,==1).

Рассмотрим подробно на примере применение описанного

алгоритма ветвей и границ.

Пример

75 03 0123

4026 [042
c=3 58 0 o=O0O 21 8,

1 6 0 4 21 2 0

03 5 2 01 5 2

I шаг. Выбираем для первого разбиения третий AS. Оце-
ним 4 подмножества {3, 1}, {3, 2}, {3, 3} и {3, 4}. |

| а) Оценка подмножества {3, 1}. Для уменьшения вычисле-
ний для каждого г проверку условий (9.1) проводим в очеред-
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ности убывания величин Cy. При этом проверка для данного |
прекращается, как только найдено j, удовлетворяющее услови-

ям (9.1). Соответствующее Cj подставляется в формулу оценки.

Так, для i=1 очередность проверки на допустимость | =1, 2,
4,3, так как Cy >Cy.>Cy > Cys. Имеем о.+0:=0и-+0:.==0, по-

этому X4,==1 допустимо. Для i=2 очередность -проверки на до-

пустимость j/==4, 1, 3, 2.

Имеем о. +0.=2<« 0-0 ==4, поэтому х.==1 недопустимо.

Xo,==1, очевидно, допустимо.

Аналогично получаем для i=4 допустимо хи =1, а для i=5

Допустимо Хз = 1. |

Окончательно оценка ф (3, 1) =7+4+3+1-+5==20.

6) Оценка подмножества {3, 2} ф(3, 2) =7+6-5-+6+5==29.

в) Оценка подмножества {3, 3} ф(3, 3) =0+2-+8+1-+5=16.

г) Оценка подмножества {3, 4} ф(3, 4) =7+6+0-+6-5=24.

Выбираем подмножество {3,2} с максимальной оценкой

ф (3, 2) =29.

П шаг. Запрещенные клетки для подмножества {3, 2} отме-

чены ниже звездочкой (клетка {3, 2} обведена рамкой).

7 5 0 3 0 1 2 3

4 0 2 6 1 0 4 2

c=3° [5| 8 0° o=0* [2] 1*`3*.

1 6 0 4 2 1°2 OF

1 3 5 2 0 1 5 2

Выбираем для следующего разбиения 4-й AQ, так как в чет-

вертой строке наибольшее число запрещенных клеток. Рассмат-

риваем подмножества {(8, 2), (4, 1)}, {@,2), (&2)}, (6,2)
(4, 3) }.

а) Оценка подмножества {(3, 2), (4, 1)} p{(3, 2), (4, 1)} =
=7+6+5+1+5=24,

6) Оценка подмножества {(3, 2), (4, 2)} @{(3, 2), (4, 2)}=
=5+64+5+6+5= 27,

в) Оценка подмножества {(3, 2), (4, 3)} ф{(3, 2), (4, 3)}=

=5+6+5+0+5=21.

Выбираем подмножество {(3, 2), (4, 2)} с наибольшей оцен-

кой Ф{ (3, 2), (4, 2) } =27. |
[Ш шаг. Запрещенные клетки для подмножества {(3, 2),

(4, 2) } отмечены звездочкой

75 0 8 ov 1 2:3

4 0 2 6 1 0 4 2

c=3* |5| 8 OF в=0 [2| 1° 3°.

1° [6| oF 4 2° |T| 2° oF

0 3 5 2 Oo 1 5 2
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Для очерёдного разбиения выбираем пятый AD (пятую стро-
ку). Рассматриваем подмножества {(3, 2), (4, 2), (5, 2)},

а) Оценка подмножества {(3, 2), (4, 2), (5, 2)} ${(3, 2),

(4, 2), (5, 2)}=5+6+5+6+3==25.
6) Оценка подмножества {(3,2), (4,2), (5,3)} ${ (3,2), (4,2),

(5, 3) } =5+6-+5+6+5=27.

в) Оценка подмножества {(3, 2), (4, 2), (5, 4)} ${(3, 2),

(4, 2), (5, 4)} =3+6+5-+6-+2==22.
Выбираем подмножество { (3, 2), (4, 2), (5, 3)} с наиболь-

шей оценкой ф\ (3, 2), (4, 2), (5, 3)} =27.

Заметим, что в данном случае не было необходимости про-
верять допустимость подмножеств, поскольку имеются всего

два номера ] такие, что 0,520 и допустимость обеспечивается
проверкой условий (9.1). .

ГУ шаг. Запрещенные клетки для подмножества {(3, 2),
(4, 2), (5, 3)} отмечены:

го 03 123

4 0 2 6 1 0 4 2
c= 3° [5 | 8 0% o=0 [2] 1* 3°.

[вр о 4 |1] 20

ee Ble ог >

Выбираем первую строку для очередного разбиения. Рас-
сматриваем подмножества { (3, 2), (4, 2), (5, 3), (1, 2)}, {(3, 2),
(4, 2), (5, 3), (1, 3)}, {(3, 2), (4, 2), (5, 3), (1, 4)}.

а) Оценка подмножества {(3, 2), (4, 2), (5, 3), (1, 2)}
ф{ (3, 2), (4,2), (5,3), (1, 2)} =5+6+5+6+5==97.

6) Оценка подмножества {(3, 2), (4, 2), (5, 3), (1, 3)}

ф{ (3, 2), (4,2), (5,3), (1,3) } =0+2+5+6-+6==18.
в) Оценка подмножества {(3, 2), (4, 2), (5, 3), (1, 4)}

ф{ (3, 2), (4, 2), (5,3), (1, 4)} =3+6+5+6-+5==95.
Выбираем подмножество {(1, 3), (4, 2), (5, 3), (1, 2)} с

наибольшей оценкой ф{ (3, 2), (4,2), (5, 3), (1, 2)} =27.
У шаг. На последнем шаге разбиения подмножества доста-

точно проверять допустимость получаемых решений в очеред-
ности убывания с, т.е. Co,>>Coy>Cos > Са. Проверим допусти-
мость решения {(3, 2), (4, 2), (5, 3), (1, 2), (2, 4)}. Определим
сеть с вершинами 2 и 3, входом 4 и выходом 4’. Вычислим дли-
ны дуг сети

lg —=—4, ae |,

le = Г, lis —3,
l,,,==—2, — о.
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Сеть показана на рис. 11.1. Длина максимального пути рав-

на —1<0. Поэтому решение хз» == Хз == Хз = ХЕХ] (осталь-

ные х,=0) является согласованным и оптимальным, так как

значение целевой функции с(х) больше оценок остальных под-

множеств.

Дерево ветвлений изображено на рис. 11.2.

Отметим, что в данном случае пришлось запоминать 9 под-
множеств и их оценок. Число запоминаемых подмножеств и

оценок можно значительно уменьшить, если иметь некоторое

согласованное решение х” со значением целевой функции C(x’).
Очевидно, что если оценка ф(Г,) подмножества /, меньше или

равна с(х“), то подмножество J, можно не рассматривать. Чем

больше с(х”), тем меньше число запоминаемых подмножеств и

их оценок.

Сначала получим простую оценку снизу для оптимального

согласованного решения. Эта простая оценка равна max У, су—
i

==max(15; 19; 15; 15) =19 и соответствует решению хь==| для

всех { (остальные х,=0). Уже эта простая оценка позволяет

отбросить подмножества { (3, 3)} и { (3, 2), (4, 2), (5, 3), (1, 3)}

со значениями оценок соответственно 16 и 18.

Ее можно улучшить, применив метод: локальной оптимиза-

ции, что, конечно, потребует дополнительных вычислений. Одна-

ко эти вычисления окупаются последующим уменьшением чис-

ла запоминаемых подмножеств при применении алгоритма вет-

вей и границ. Согласованные управления для полученного

решения и:==0 для всех [42 и и, =4 (или больше).

Ограничимся одним шагом метода локальной оптимизации,

заключающимся в последовательном увеличении п; (]5=2).

а) Проводя локальную оптимизацию по py, получаем и! =3

и новое решение х,,=х==Х»=ЕХЬ=Х»==1| (остальные хь==0)
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со значением целевой функции ou —23. Теперь уже можно He
запоминать подмножества {(3 i {(3, 1)}, as 2), (4, 3)},
{ (3, 2), (4, 2), (5, 4)} и {(3, 2), 4 2), (5, 9), 3)} со значе-
ниями оценок соответственно 16, 20, 21, 22 u |

6) Проводя локальную оптимизацию по м получаем и, =0
и новое решение х..==Хи==Х==Хь==Х,:==1 (остальные х,=0)

со значением целевой функции с(х) =25.

К чиелу подмножеств, которые можно не за-

поминать, добавляются подмножества { (3, 4)},

on {(8, 2), (% 1)}, {(3, 2), (4, 2), (5, 2)}, {(3, 2),
‘г. (4, 2), (5, 3), (1, 4)} со значениями оценок, со-

ответственно, 25, 24, 25 и 25. |

Остающиеся подмножества изображены на

рис. 11.3. Легко видеть, что на каждом шаге

ветвлений остается всего одно подмножество и

запоминать ничего не нужно. Поэтому дальней-

шее улучшение полученного согласованного ре-

шения нецелесообразно.

Рассмотренный пример показывает, что це-

лесообразна следующая стратегия. Как только

число запоминаемых подмножеств превышает

некоторый уровень (выбираемый, например, из

Puc. 11.3 условия ограниченной памяти машины), де-

лается попытка уменьшить это число путем -

улучшения некоторого согласованного решения(например, мето

дом локальной оптимизации).

Для приближенного решения задач большой размерности

целесообразно применять рандомизированный метод ветвей и

границ. В этом случае вероятность выбора данного подмножест-

ва при ветвлении пропорциональна величине оценки, умень-

шенной на значение рекорда. Преимуществом рандомизирован-

ного метода является экономия памяти.

Для формальной записи рандомизированной схемы обозна-

чим @; подмножества, полученные на некотором шаге ветвлений,

ф:— оценки этих подмножеств, Ф — значение рекорда Ha ‘этом

шаге. Обозначим К множество i таких, что ф:>Ф. Тогда веро-

ятность р; выбора подмножества @; равна

0, если [ЕЁ В,

9, —Ф oo,
р:=1-—— ‚ ели ie R,

> (9, —
4=К

После определения чисел {p;} подпрограмма случайного

(или псевдослучайного) выбора производит выбор одного из

подмножеств Q, (ER) для очередного шага ветвлений.



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Обсудим кратко основные предположения теории активных

систем и перспективы ее дальнейшего развития.

1. Мы предполагали, что целевая функция центра, во-пер-

вых, известна центру и, во-вторых, совпадает с целевой функ-
цией системы. И то, и другое, в общем случае может не выпол-

няться. Как известно, формирование целевой функции даже

сравнительно «простых» экономических систем (например,

предприятия, организации) — довольно сложная задача. Целое

направление науки управления связано с разработкой методик

и процедур, цель которых помочь лицу (лицам), принимающе-

му решение (в нашей терминологии — центру) сделать правиль-

ный выбор среди многих альтернатив (методы экспертных опе-

нок, человеко-машинные процедуры принятия решений и т. д.).
Ситуация облегчается тем обстоятельством, что многие выводы

теории активных систем инвариантны к виду целевой функции

системы (оптимальность принципа открытого управления в

классе С’, существование оптимального прогрессивного меха-

низма в системах с полной централизацией управления и т. д.).
Это позволяет во многих случаях разделить задачу синтеза ме-

ханизма функционирования системы (задачу выбора «принци-

пов принятия решений») и задачу принятия решений. Тем не

менее проблема требует дальнейших исследований. Первый шаг

в этом направлении на наш взгляд следует сделать в развитии

методов управления активными системами в условиях неопре-

деленности и в задачах многокритериального выбора. Что каса-

ется различия целей центра и целей системы в целом, то в слу-

чае, если цели системы известны формально (или неформаль-

но) можно приписать их некоторому центру более высокого

уровня и рассматривать задачу управления иерархической ак-

тивной системой.

2. Ряд предположений относительно целевых функций эле-

ментов и их моделей может также вызвать критику и требует

во всяком случае более детального экономического обоснова-

ния. Очевидно, что получение. дополнительного эффекта от си-

стемы стимулирования зависит не только от направления сти-

мула (например возрастание величины поощрения с увеличени-

ем качества выпускаемой продукции), но и от величины этого

стимула. В принципе это можно учесть, введя в целевую функ-
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цию элемента составляющую, имеющую смысл «внутренних»

затрат элемента. Интересное развитие теории активных систем

с учетом указанных факторов имеется в работах [55 и др.|.
3. Мы совсем не затронули проблемы сходимости стратегий

элементов к ситуациям равновесия, т. е. вопросов динамики си-

стемы. Эти вопросы подробно рассмотрены в книге В. И. Опой-

цева «Равновесие и устойчивость в моделях коллективного по-

ведения» [13]. Определение решения игры АЭ, особенно в случае

динамических моделей, также требует дальнейших исследо-

ваний.

4. Применение разработанной методологии и результатов в

реальных экономических системах для решения проблем совер-

шенствования хозяйственных механизмов — безусловно одна из

ближайших и важнейших задач. Определенная работа в этом

направлении ведется в Институте проблем управления. Так, в

работах {44, 45] проводится анализ функционирования экономи:

ческих систем с позиций теории активных систем. Анализ про-

цесса планирования работы горнодобывающего комбината рас-

смотрен в [46], процесса планирования НИР в отрасли —

в [47, 53]. | |

5. Вопросы, рассматриваемые в теории активных систем, яв-

ляются общими вопросами построения эффективных механиз-

мов функционирования организаций. Ряд предположений и MO-

делей теории активных систем совпадает (или близки) с

предположениями, развиваемыми в других подходах, особенно

с информационной теорией иерархических систем и с содержа-

тельными постановками задач, рассматриваемых в рамках тео-

рии игр с непротивоположными интересами [9—12 и др.].

Нам представляется вполне реальной в настоящее время

создание системы понятий, классификации моделей и постано-

BOK задач с тем, чтобы разработать на этой основе общую тео-

рию управления организациями (некоторая иллюстрация тако-

го более общего подхода, объединяющего рыночные модели с

моделями оптимального планирования, предпринята автором в

главе П на примере задачи производства продукции). Одна из

целей книги — привлечь внимание исследователей к этой боль-

шой и сложной проблеме,



ПРИЛОЖЕНИЕ

Элементы математического программирования

Рассмотрим п-мерное евклидово пространство Е”, в котором

задано некоторое множество ХЕ”. На множестве Х определе-
на функция Ф(х). Общая задача математического программи-

рования заключается в определении точки х’еХ, в которой

функция Ф(х) принимает максимальное (минимальное) значе-

ние, т. е.

Ф (x°) > (x) для любых XEX,
Множество Х называется множеством допустимых решений

(планов) задачи, любое хеЕХ называется допустимым решением

(планом), а точка х’— оптимальным решением (планом). Функ-

ция Ф(х) называется целевой функцией задачи. Задачу мате-

матического программирования будем записывать в одной из
следующих форм:

max Ф (x)
хех

ИЛИ

Ф (x) > max, xe X,

читая это так: определить х, максимизирующее Ф(х) Ha MHO-

жестве Х.

Мы приведем только те результаты теории математического

программирования, которые необходимы для чтения книги.

В задачах, которые рассматриваются в книге, как правило,

функция Ф(х) является непрерывной по своим переменным, а

множество Х — замкнутым, ограниченным и не пустым.

В этом случае задача математического программирования

всегда имеет решение (теорема Вейерштрасса).
1. Метод множителей Лагранжа. Пусть множество Х опре-

деляется системой ограничений |

6 (ха, Xo; ee ey Xn) —=6.. , (1.1)
Определим функцию Лагранжа (лагранжиан) следующим

образом: |

L (x, у) = (х) + ‹у, b—g (х)> =D (x) + У 97 (0;—87 (x),
j=1

где у= (Ин, У»,..., Ym) — множители Лагранжа.
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Рассмотрим теперь задачу на безусловный максимум функ-

ции УТагранжа по х, т. е. ~

L (x, у) > тах.

Обозначим х’(У) оптимальное решение этой задачи. Предполо-

жим, что нам удалось подобрать такие значения множителей

Лагранжа y’= (Y.°, Yo", ..., Ym’), что хо (у°) EX, т. е. удовлетво-

ряет ограничениям (1.1). В этом случае для любого хе=Х имеет
место

L(x’, у’) = (х’) + <У’, b—g (x°) >= @ (x’) =D (x) ’

так Kak х=Х. Поэтому x°— оптимальный план исходной задачи.
Таким образом, решение задачи математического програм-

мирования при ограничениях типа равенств (1.1) методом мно-

жителей Лагранжа заключается в следующем: решается зада-
ча на максимум функции Лагранжа по переменным (ха, X2, ...

., Ха). Оптимальный план этой задачи, очевидно, является

функцией от множителей Лагранжа (Yi, Из, ..., Ym). Затем мно-

жители Лагранжа выбираются таким образом, чтобы получить

план Хх’ (у), удовлетворяющий ограничениям (1.1). Если зависи-

мость X°(y) получена в явном виде, то для определения y° до-

статочно решить систему уравнений

glx’ (у) |=. (1.2)

2. Задача линейного программирования. В задаче линейного

программирования целевая функция является линейной

Ф(х) = ‹с, = си. (2.1)

#=1

Множество Х описывается системой линейных неравенств (или

равенств)

п

>) аи < 6; (2.2)
[та 1

и условиями неотрицательности переменных x,;>0. В теории

линейного программирования важную роль играет двойствен-
ная задача. Для построения задачи, двойственной к исходной
(2.1), (2.2) (последняя называется прямой задачей), поставим в
соответствие каждому ограничению (2.2) переменную и,—0 и

сформулируем следующую задачу

В (у) = D>) би min, (2.3)
1—=1 ;
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т 4

>) ан! > Cte (2.4)
]=1.

Задача (2.3), (2.4) называется двойственной к (2.1), (2.2), а

переменные (Ys, уз, ..., Ут) — двойственными переменными. ОТт-
метим, что двойственной к задаче (2. 3), (2. 4) является задача
(2.1), (2.2) так, что понятия прямой и двойственной задач отно-
сительны.

Заметим, что для любых допустимых планов х и у имеет

место

ny m

Ф (x) = я сах У > ау < у ур: = В (У), (2.5)
i=1 f=1 j=1

т. е. значение целевой функции прямой задачи всегда меньше.

(или равно) значения целевой функции двойственной задачи.

Поэтому если нам удалось найти такие допустимые x’ wy’, что

> CX; = by}, (2.6)
=1

то x° является оптимальным решением прямой задачи, а у’—
оптимальным решением двойственной. Приведем без доказа-

тельства основную теорему теории линейного программиро-

вания.

Теорема. Если одна из задач имеет решение (т. е. соот-

ветствующая система ограничений совместна и значение целе-

вой функции в оптимальном решении конечно), то вторая зада-

ча также имеет решение, причем для оптимальных решений

прямой и двойственной задач имеет место соотношение (2.6).

Из теоремы легко следуют важные условия: для того чтобы

x’, у’были оптимальными решениями прямой и двойственной

задач соответственно необходимо и достаточно, чтобы выполня-

лись следующие соотношения дополняющей нежесткости:

т

если У ayy} > сь то x7=0,

j=1

(2.7)
n

если У jx? <b;, то yy =0.

Действительно, в противном случае знак равенства в (2.5) He-

возможен. Если некоторые (или все) ограничения системы (2.2)

являются равенствами, то в двойственной задаче на соответ-

ствующие этим ограничениям двойственные переменные усло-

вия неотрицательности не накладываются.



КОММЕНТАРИИ

Глава I. Задача производства продукции рассмотрена в [23].

Ход ‘рассуждений и идеи доказательств аналогичны задаче

распределения ресурсов (задача распределения сырья, гл. Ш, 1).
Последняя подробно исследовалась в работах [15, 24].

Принцип открытого управления впервые предложен в 1969 г.
[18] для решения задачи загрузки прокатных станов и развит в

[40] на более общие модели. Работы по теории активных систем

до 1972 г. были в основном связаны с исследованием принципа

ОУ и принципа СУ на различных моделях, разработкой мето-

дов решения задач согласованного планирования (гл. XI) и ис-

следованием проблемы стимулирования достоверной информа-

ции (гл. УГ). Дело в том, что процедура оценки эффективности

К функционирования системы является довольно сложной.

Действительно, необходимо определить гарантированное отно-

сительное значение целевой функции центра на множестве ре-

шений соответствующей игры. Тем более сложной представля-

лась и задача определения оптимального закона управления

на некотором множестве законов управления. Определенный

прогресс в этом направлении связан с доказательством Бурко-

вым и Опойцевым теорем о слабом влиянии и квазиинвариант-

ности для задачи распределения ресурсов [15]. Эта работа была

началом серии работ по исследованию условий слабого влия-

ния и доказательству теорем о квазиоптимальности принципа

открытого управления [17, 25, 26]. Идея обобщенных оценок и

дифференцированных цен принадлежит автору. Обобщенные

оценки для задачи производства продукции подробно исследо-

ваны Щепкиным [52]. Нормирование целевых функций как спо-
соб повышения эффективности функционирования системы

впервые: рассмотрено в работе [24] для задачи распределения

ресурсов. Исследование для более общего случая выполнено

В. В. Кондратьевым.

Гипотеза слабого влияния существенно упростила анализ

ситуаций равновесия. Принятие этой гипотезы позволяет дока-

зать теорему об оптимальности принципа открытого управления

для моделей весьма общего вида (гл. [Х).

Ряд простых задач критериального управления рассмотрен

в [25]. Задача разбиения предприятий на группы < введением
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для каждой группы своей цены продукции исследована автором

совместно с В. И. Молчановой.

Анализ системы при сильных штрафах рассматривался ра-

нее для задачи распределения ресурсов [24] и для модели «по-

требители — производители» [17]. Там же проведено исследова-

ние адаптивного способа формирования данных.

Гипотеза слабого влияния (CB). при анализе гарантирую-

щих стратегий предложена еще в работах 118, 40]. Материал

$ 11 является оригинальным.

Задача производства продукции послужила основой для

разработки деловой игры «План» [2]. Эта игра широко исполь-

зуется в вузах и на курсах повышения квалификации руково-

дящих кадров как метод активного обучения.

Результаты $ 12 получены автором, А. Г. Ивановским и

Э. Б. Максимовым и публикуются впервые. Используемое здесь

понятие решения игры для соревновательных систем рассмот-

рено в [8]._
Глава П. Материал главы является в основном оригиналь-

ным. Предложенная классификация систем по степени центра-

лизации управления не является общепринятой и отражает

точку зрения автора. Подход к исследованию рыночных систем,

учитывающий влияние фирм на цену, аналогичен применяемо-

му в теории фирмы [3]. Гипотеза слабого влияния, по существу,

приводит в рыночных системах к моделям конкурёнтного рав-

новесия [14]. Анализ систем с полной децентрализацией плани-

рования выполнен по аналогии с соответствующим исследова-

нием задачи распределения ресурсов [24], но гораздо более

детально. В отличие от известных подходов к исследованию си-

стем децентрализованного управления существенно новым здесь

является учет степени дальновидности элементов. Результаты

$ 4 получены совместно с В. В. Кондратьевым. Теорема 2.1 при-

водится впервые. Основной качественный вывод главы — повы-

шение эффективности функционирования системы при повыше-

нии степени централизации управления — представляется до-

статочно очевидным. Тем не менее обращаем внимание на

важное условие прогрессивности механизма функционирования

системы, без которого этот вывод в общем случае не верен.

Термин «управление» используется в главе в двух смыслах.

В более общем смысле это управление (A, X), включающее соб-

ственно управление A и план х АС, в более частном смысле —

это собственно управление A. Когда говорится о повышении сте-

пени централизации управления (в частности, о системах с пол-

ной Централизацией управления), то имеется в виду управление

(A, х) в общем смысле. Когда говорится о системах с полной

децентрализацией планирования или с частичной централиза-

цией планирования при полной централизации управления, то
имеется в виду управление A в частном смысле. Надеемся, что

это не вызовет путаницы при чтении.
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Глава ПТ. Задача распределения сырья как задача распре-

деления ресурсов исследована Бурковым и Опойцевым [24, 15]

весьма подробно. Ряд результатов (теоремы о слабом влиянии,

теорема о квазиинвариантности) Бурковым и Кондратьевым

обобщены для задачи распределения многомерного ресур-

са [26]. Адаптивный способ формирования {данных для задачи

распределения ресурсов подробно исследован Кондратье-

вым [51].

Исследование задачи управления сложным проектом для

случая независимых операций выполнено Черкашиным [53], ре-

зультаты для случая последовательно параллельной сети полу-

чены автором совместно с Черкашиным. Наконец, случай неза-

висимых проектов с заданными директивными сроками их за-

вершения рассмотрен автором. На основе задачи распределения

сырья и задачи управления сложным проектом разработаны де-

ловые игры «Ресурс» [48, 2] и «Ремонт», используемые в иссле-

довательских и учебных целях.

Глава IV. Анализ ситуаций равновесий для задачи выпуска

продукции в заданном отношении и теорема 4.1 приводится

впервые. Однако ход рассуждений здесь аналогичен соответ-

ствующим результатам для задачи назначения проектов [23].
Теорема 4.2 доказана Бурковым и Ивановским [40] и распрост-

ранена на другие модели в [21]. Заметим, что первое обоснова-

ние достоверности сообщаемой информации для принципа ОУ

было проведено в работах [18, 40] при довольно оригинальном

предположении о поведении элементов. Во-первых, предполага-

лась гипотеза (CB),, а во-вторых, каждый элемент выбирал

стратегию из условия: получить максимум гарантированного

результата при любом управлении AGL (а не только при гаран-

тирующем управлении //(5:)). Очевидно, что в общем случае

может не существовать стратегии $, обеспечивающей максимум

гарантированного результата при любом управлении AGL. Тем

не менее для принципа открытого управления такое предполо-

жение вполне корректно, поскольку сообщая оценку $1=7, AD

получает максимальный гарантированный результат при любом

AGL (в силу условий совершенного согласования).

Результаты, связанные с проверкой правдоподобности гипо-

тез (СВ) приводятся впервые. Экспериментальное исследование

ситуаций равновесия (игры автоматов) описано в [43, 50].

Материал $ 2 (планирование выпуска новых приборов) так-

же публикуется впервые. Задача назначения: проектов подробно

исследована в [23], где приведена теорема 4.3. Теорема 4.4 при-

водится впервые. Другое доказательство этой теоремы сообщил

автору А. И. Шафир. Исследование гарантирующих стратегий

проведено в [19].

На основе задачи «выпуск продукции в заданном отноше-

нии» И задачи назначения проектов разработаны деловые игры

«Загрузка прокатных станов» и «Проект», используемые в ис-
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следовательских целях [37], а также как метод активного обу-

чения [2, 49].

Глава \У. Материал первых двух параграфов оригинален и

является краткой иллюстрацией особенностей, возникающих

при исследовании иерархических и динамических систем.

Изложение $ 3 основано на работе [4].
Глава VI. Начало теории активных систем можно связать. с

исследованием законов стимулирования для случая простого

активного элемента [16] (в этой работе понятие «активная CH-

стема» как раз и соответствовало понятию «простой активный

элемент»). Способность AD устанавливать границу в состояния

АЭ была впервые рассмотрена Бурковым и Горгидзе [29]. Мате-

риал $ 2 является развитием этой работы. Вопросы стимулиро-

вания достоверной информации при встречном способе форми-

рования данных детально исследованы Ивановским, Горгидзе

и автором [27, 28, 30]. Изложение $ 5 следует работе [4]. Вопро-

сы переоценки и прогноза, а также проблема синтеза законов

стимулирования рассмотрены в [32].

Глава УП. Материал этой главы, а также глав VIII и IX на-

писан на основе цикла статей автора и В. В. Кондратьева

«Двухуровневые активные системы». В свою очередь этот цикл

статей является развитием и обобщением идей, понятий и ре-

зультатов, изложенных в работах [15,`17, 26].

Остановимся на понятии системы с независимыми элемента-

ми. Важность исследования систем этого класса обусловлена

тем, что эффективность функционирования АС (центра) опре-

деляется в точках решения игры (в некоторых устойчивых си-

туациях). Поэтому задача оценки эффективности функциониро-

вания АС является задачей статики. Это позволяет исследова-

ние любой системы проводить путем исследования некоторой

системы с независимыми элементами. Для построения такой

системы достаточно, например, ввести в целевые функции АЭ

сильные штрафы в случае, если УЕЕУ, и рассматривать множе-
п

CTBO П У; в качестве множества возможных реализаций. По-
i=1 ' |

HATHO, что в любом устойчивом решении игры У“ЕУ. Поэтому

оценка эффективности функционирования системы с независи-

мыми элементами будет определять оценку эффективности

функционирования исходной системы. °

Организация соревнования как способ критериального

управления является мощным средством повышения эффектив-

ности функционирования системы. Идею формализации и тем

самым теоретического исследования механизма соревнования

выдвинул академик В. А. Трапезников. В институте проблем

управления ведутся исследования по ‘анализу и синтезу меха-

низмов соревнования с позиций теории активных систем: В ра-

ботах [48, 2] описана деловая игра «Соревнование», которая
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служит иллюстрацией эффекта соревнования и исследования

различных систем распределения премий. Объем книги не по-
зволяет остановиться на этом актуальном направлении более

подробно. -
лава VIII. При определении решения игры активных эле-

ментов мы следовали в основном подходу, развитому проф. Гер-
мейером и его учениками [11, 12], сочетая его с идеями устой“

чивости (понятия устойчивого решения игры и глобально устой-
чивого множества решений).

Важно отметить, что введенное понятие устойчивого реше-

ния корректно только в том случае, когда стратегия и“, выби-
раемая согласно правилу (1.2) зависит только от стратегий
и* (1), ч*-! и параметров, не зависящих от номера партии. Если

это не так, TO при выполнении условия 1*==и^-! нельзя гаранти-
ровать, что и\=и"-' для всех 9 >. В частности, при исследова-

нии динамических задач такое определение устойчивого реше-

ния уже не будет в общем случае корректным.

При описании игры, в каждой партии которой игроки делают

два хода, мы ввели понятия стратегии первого хода и стратегии

второго хода. В теории игр более принято название — выбор

альтернативы первого (соответственно второго) хода. Мы пошли
на небольшое отклонение от принятой терминологии, поскольку

рассматриваемые нами игры в два хода, как правило, сводятся

к играм в один ход в каждой партии. А для таких игр выбор

альтернативы является стратегией.

Глава IX. Основным результатом главы безусловно являет-

ся теорема 9.3 об оптимальности законов открытого управле-

ния в классе G*. Интересно отметить, что принцип. ОУ был пред-

ложен в 1969 г. Предположение, что он является оптимальным

в некотором классе законов управления было высказано в

1972 г. [17]. В 1974 г. это предположение было доказано для

задачи распределения ресурсов [26]. И только в 1975 г. были

окончательно определены условия на законы управления

(класс G') и доказана теорема об оптимальности принципа ОУ.

Теорема 9.8 является обобщением соответствующей теоремы 2.1

в главе II и приводится впервые.
Глава Х. Глава написана на основе результатов автора и

В. В. Кондратьева (краткое изложение этих результатов имеет-

ся в обзоре [5]). Ряд результатов был получен ранее Бурковым

[21] (теоремы 10.1, 10.2, результаты $ 5 по анализу линейных

функций предпочтения).
Глава XI. Методы решения задач согласованного планиро-

вания рассматривались в работах автора, Ивановского и Гор-

гидзе {36, 41, 42]. Теоремы 11.1, 11.2 доказаны в [21]. Teope-

ма 11.3 непосредственно следует из результатов работы [33].
Теорема 11.5 приведена впервые в [40]. Методы определения
согласованного управления (согласованных оценок) оптималь-

ных по какому-либо критерию (например, по критерию близо-
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сти к некоторому заданному управлению) рассмотрены

А. Г. Ивановским в его диссертационной работе. Там же приве-

дены различные постановки задач согласованного планирова-

ния производства и потребления металлопродукции (некоторые

из них описаны в [20, 31, 39]). Теорема 11.6 приводится впер-

вые. Примеры эписогласованных задач приведены в работах

[34, 6]. Материал $ 7 основан на работе [33]. Описание методов

локальной оптимизации и ветвей и границ для задачи взаимо-

действия экономики с внешней средой следует диссертационной

работе И. А. Горгидзе. Применение указанных методов и реше-

ние различных задач согласованного планирования рассмотре-

но в работах Буркова и Ивановского [35, 38]. |



СПИСОК ОСНОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ

= {Xy, |=1--р:} — план 1-го AD

И:—= {иц, |=1--р:} — реализация плана i-ro AD

r= {ry | =1--1н} -— параметры модели i-ro AD

У, (г) — множество возможных реализаций 1-го AD

В;(хь, f:) — множество возможных реализаций 1-го AD при

плане X;

X;(r;) — множество реализуемых планов i-ro AD (Х;(и.) = 7, (пн).

X= {x,, i= 1+n} = {x;} — план АС

y= {и (=1+n} = {y;} — реализация плана AC

r={r, i=1+n}={r,} — параметры модели АС (совокупность

параметров АЭ)

У (г) —множество реализаций АС [yin lI У, 0)
i=1

Х (г) — множество реализуемых планов АС (X(r)=Y(r))

A= {А |=1--1} = {^,} — управление в АС

[ — множество допустимых управлений

(А, хь, Ys) — целевая функция i-ro AD в рассматриваемом пе-

риоде функционирования

Фи (А, хх, г)р= max f(A, хь и) — целевая функция 1-го AD с yue-

yjSBj (x47 ))

том правила выбора реализации

Ф (^, х, у) — целевая функция центра (системы)

W(A, х, г) — гарантированное значение целевой функции цент-

ра (системы) при плане х и управлении Ac учетом правила

выбора реализаций АЭ
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Q;— множество возможных значений г; с позиций центра. .(ин-

формированность центра о параметрах модели 1-го AD)

© — множество возможных значений параметров г с позиций

центра

i=1

S;= {s,j, j=1+m,} — оценка параметров г» сообщаемая AD iB

центр (s;e22,)

$ ={5, i==1+n}= {s,} — совокупность оценок параметров r=

= {r,}, сообщаемая всеми AD

л ($) = {^ ($), х($)} — закон управления в AC

N
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